﻿Cont dr ing D STANOMIR Prof dr O STĂNĂȘILÂ METODE MATEMATICE IN TEORIA SEMNALELOR Editura tehnică București ■ , Control științific: Prof dr Ion Cueuleeeu Redactor: Valentina Crețu Tehnoredactor: Elena Gem Coperta și supracoperta: Alexandru Banu Bun de tipar: П Coli de tipar: C Z o - I P Informația Str Brezoianu nr — București PREFAȚĂ în ultimii ani, studiul sistematic al semnalelor s-a constituit într-o teorie de sine stătătoare, utilizînd un aparat matematic modem Se poate spune că orice progres pe linia cunoașterii general umane are corespondent în lărgirea problematicii teoriei semnalelor Chiar dacă uneori în practica stocării, prelucrării, transmiterii semnalelor aspectele teoretice se dizolvă în scheme tipice cît mai ușor de aplicat sau în algoritmi programabili, totuși se impune permanent aderența la metodele noi, care pot conduce la modificări de tehnologii, atîta timp cit informația teoretică valoroasă este consecința condensată a unei practici valoroase Sperăm că eventualele dificultăți legate de notații și de asimilarea stilului de expunere vor fi depășite, iar cititorii vor ajunge la rezultatele de fond cuprinse în lucrare; menționăm că absolut toate noțiunile și rezultatele importante sînt ilustrate prin exemple sugestive Scriind această carte, ne adresăm unui cerc larg de specialiști {ingineri, fizicieni, matematicieni, biologi etc ), punîna totodată la dispoziția studenților din facultățile tehnice de profil electric sau mecanic, ca și celor din facultățile de fizică și matematică un material âidactico-științffic pe care îl dorim util Dată fiind specialitatea celor doi autori, lucrarea încearcă o permanentă mediere între spiritul de rigoare al matematicienilor și spiritul ingineresc de funcționalitate și finalizare, nu în sine, a conceptelor și metodelor O prezentare a structurii lucrării este făcută în capitolul I ■, bibliografia este alcătuită pe capitole Autorii țin să mulțumească referentului științific, prof dr I Cuculescu și inginerului F Breazu pentru observațiile făcute asupra manuscrisului Deosebit de utile în elaborarea acestei lucrări ne-au fost discuțiile cu unit' studenți, cu colegi de catedră, cucei pe care i-am simțit alături de noi și ii rugăm pe toți care se regăsesc aici să primească mulțumirile n oastre AUTORII Institutul Politehnic București, februarie CUPRINS Capitolul I Conceptul de semnal Model matematic , Sisteme și semnale H Capitolul II Transformări integrale ale semnalelor (funcții și distribuții) A Distribuții, operații cu distribuia Clase remarcabile de semnale continuale Funcții-test; clasificarea distribuțiilor, exemple Operațiile principale cu distribuții ■ ■ • • ^ Șiruri reprezentative pentru ă; convergența șirurilor și seriilor de distribuții Convoluția semnalelor B Teoria elementară a transformărilor integrale ' Transformarea Laplace a semnalelor-funcție Transformarea Fourier a semnalelor-funcție din Lj Transformarea Fourier a semnalelor-funcții din tr Transformarea Hilbert a semnalelor-funcție din L C Transformări integrale ale distribuțiilor , Noțiunea generală de semnal; transformarea Fourier in sr Transformarea Laplace a distribuțiilor Capitolul III Studiul semnalelor discrete Ю A Transformări ale semnalelor discrete Ю Clase remarcabile de semnale discrete Transformarea z Ш Transformarea Fourier discretă Transformarea Hilbert discretă B Studiul comparativ al semnalelor discrete și continuate Corespondențe intre semnale discrete și semnale continuale Studiul tematic al eșantionării semnalelor continuale C Reprezentări ale semnalelor discrete cu durată finită Noțiunea de bază standard de semnale discrete Elemente de analiză Fourier relativ ia o bază standard Funcții Walsli și aplicații ale lor Capitolul IV Studiul matematic al realizabilității unor sisteme liniare A Circuite electrice Circuite elctrice, funcții de circuit Funcții energetice ale circuitelor electrice Formalisme de descriere a circuitelor electrice O teoremă fundamentală a circuitelor electrice pasive B Healizabilitate; punctul de vedere distribui ional Cauzalitatea și pasivitatea, constringeri esențiale ale sistemelor fizice Sisteme pasive liniare și invariante în timp Valori frontieră ale funcțiilor olomorfe și aplicații C Healizabilitate și operatori pe spații Hilbert cu rezoluție Cauzalitate in spații Hilbert Pasivitate, disipativitate Capitolul V Studiul semnalelor aleatoare A Caracteristici statistice ale semnalelor aleatoare Preliminarii Clase de semnale aleatoare " Funcția de covarianță a unui semnal aleator Semnale staționare B Hcprezentări spectrale, și proprietă/i energetice Reprezentări spectrale ale semnalelor staționare Zgomot alb C Filtrare și predicile Problema de optimalitate Soluții ale problemelor filtrării și predicțtei Capitolul VI Tehnici de prelucrare și algoritmi în teoria semnalelor Eșantionarea semnalelor Cnantizarea semnalelor Algoritmul de transformare Fourier rapidă (TFR) Anexe Aplicații liniare și matrice Inlegrabilitate I ebesgue Spații Hilbert - ' i NOTAȚII a p — aproape peste tot (o proprietate are loc a p dacă mulțimea punctelor care nu o verifică este de măsură nulă) D* — operator de derivare de ordin a = — egalitate definitorie (prin definiție) not —notație iNcZcrfEcIR — clasele de numere naturale, întregi, reale, complexe sup— margine superioară (sau supreinum) esssup — supremum esențial, definit in anexa v a — variabilă aleatoare [| ||— normă — produs scalar A—>-B, semnifică faptul că funcția f este definită pe mulțimea A, are valorile in В și pentru orice x e A avem у = f(x') Capitolul I CONCEPTUL DE SEMNAL § Model matematic Noțiunea de semnal este foarte generală și constituie obiect de considerații multidisciplinare; se vorbește curent de semnale acustice, semnale optice, tensiuni și curenți electrici, impulsuri, zgomote, unde seismice, neurosemnale etc ; pentru a putea prezenta definiții precise, permițând clasificări și un studiu sistematic al proprietăților' semnalelor, este indispensabilă adoptarea limbajului matematic [ , , o, , ] Fie o mulțime înzestrată cu o relație de ordine totală AI, t x(t), care asociază fiecărui moment te ST un element a?(t) din ЛГ, bine determinat, numit eșantionul semnalului x la momentul t [ ] Această definiție este totuși restrictivă (de exemplu, nu cuprinde semnalele multidimensionale și nici impulsurile), totuși ea poate constitui o bază de dis^țîe și arafâ căsțudml semnalelor este strîns legat de studiul funcțiilor, de analiza reală și complexă, ca și de analiza funcțională [ , , ], pentru ST și Jlf particulare în cercetarea sistemelor fizice, sînt de regulă reținute faptele esențiale legate de comportarea sistemelor (dinamică, răspuns la diverse tipuri de excitații, comandă, sinteză și optimizare etc ) Orice model matematic, oricît de perfecționat, nu poate cuprinde întreaga complexitate a sistemelor fizice (cu atît mai mult a celor biologice sau sociale) și este necesară adaptarea permanentă a instrumentelor teoretice la faptul concret [ ] în limitele definiției precedente, se poate indica o primă clasificare a semnalelor, după domeniul lor de definiție r, deci după modul de dependență de timp, în cazul cînd calculate pentru toate funcțiile-test l, sînt studiate diverse spații de funcții, cu probleme specifice Printre disponibilitățile noi create, menționăm, pe de o parte, operația de derivare, care in cadrul distribu-țional capătă o largă aplicabilitate (de exemplu, se derivează chiar și unele funcții discontinue) și, pe de altă parte, transformarea Fou-rier, care în contextul distribuțional al spațiului Sf”, permite depășirea dificultăților deosebite întîlnite în teoria clasică a semnalelor, la trecerea din domeniul-timp în domeniu l-frecvență (sau invers) Transformările integrale constituie un indispensabil mijloc teoretic și practic de prelucrare a diverselor clase de semnale, intr-un cadru funcțional specific în care noțiunea de distribuție are un rol important în înțelegerea și în utilizarea teoriei și calculului cu distribuții există dificultăți mai mult psihologice, datorite încărcăturii de tehnică specifică și rafinament matematic Vom insista pe exemple și pe aplicații semnificative, incluzînd folosirea sistematică a ideilor simple fizice, dealtfel generatoare ale întregii teorii § Clase remarcabile de semnale continuate în cele ce minează, se vor considera distribuții de o singură variabilă, cu valori reale sau complexe, cu excepția unor situații care vor fi menționate explicit Scalarii din (£ pot fi înlocuiți peste tot cu scalari din R, dar acest fapt constituie doar psihologic o simplificare a considerațiilor Pentru o funcție : IR —>(E se notează cu interiorul mulțimii de anulare a lui și cu supp suportul lui Așadar, Zo = — iiitțte К , (t) = ], supp = {ie IR } (t) }“ = С( /ф), deci supp este complementara celui mai mare deschis pe care se anulează Dacă AgIR și supp ocA, atunci se anulează în afara lui A și reciproc Funcția : IR-*C este cu suport mărginit (sau echivalent, cu ‘ suport compact) dacă mulțimea închisă supp este în plus mărginită, adică se anulează în afara unui interval mărginit Vom considera cîteva clase importante de funcții IR-^-C care pot fi asimilate totodată cu semnale continuale, în sensul precizat în cap I Pentru fiecare din aceste clase, notată K, și pentru o funcție : [R -> C? derivabile cu derivate continue pînă la ordinul к inclusiv, în fiecare punct din IR (indicele к reprezintă orice număr întreg > fixat); Со = submulțimea lui C* formată din funcțiile cu suport mărginit; Li = mulțimea funcțiilor integrabile Lebesgue pe R Așadar, o funcție/: R->(E aparține clasei Lx dacă și numai dacă este măsurabilă și î j f(t) | di Vom nota de asemenea prin C°° (respectiv C”) mulțimea funcțiilor R->C care sînt infinit derivabile (respectiv infinit derivabile cu suport mărginit) Exemple, a) în întreaga lucrare vom nota prin a treapta unitatea lui Heaviside, : IR—>R, definită prin { , dacă f cu graficul reprezentat în fig , a Evident, o L țoc, c ^L,, a C*' (Аэ= ); de asemenea, supp o = [ , oo) b) Considerăm funcția :R—>R, definită prin R (Z) = A [ R , o» ) se numește semnal sinusoidal cu perioada principală n, R Semnalele continuale ? : R->R, cu suport mărginit, au proprietatea că există un interval [a, pj, a , deci ele modelează semnale fizice cu durată mărginită Pentru dezvoltarea teoriei distribuțiilor un rol deosebit îl au funcțiile din , adică funcțiile p : E—> R definită prin ?( = А [сг(( -г ) - a(f — )] exp A fiind o constantă reală nenulă Graficul ei este reprezentat în fig , a ; evident ț> Cg°, supp (t) = [a(t — b) — c(t — a)] exp - Y ' L (f - a)(l- b) (v fig , b> și, mai general, se pot defini șiruri de funcții din Cg , de exemplu ?»( = an t eR, intreg Constantele reale an pot fi alese astfel incit aH > și l și avem J-ca ne atunci an > ——# deci an —» oo pentru n —* со Graficele funcțiilor sînt indicate in fig , c Mai tîrziu vor fi utilizate și alte clase de funcții R —» C, anume L și L! C: L = f: R —* C\f măsurabilă J ț = {fi R —>■ C| /'măsurabilă și f L (/) pentru orice interval compact ZcR} în general, L R, /■(/) = [ (Г formează un spațiu vectorial complex V, relativ la operațiile (f, g)>-+f + g, (X, /)•-*■ X/ Clasele С*, Со, Ln Lj , C°°, С", L , Lâ sînt evident subspații vectoriale ale lui V - c în cele ce urmează, două din aceste clase de funcții lR>(E vor fi utilizate, cu precădere și vor fi înzestrate cu structuri de spațiu vectorial topologic (SVT), anume : Fig Semnale : a — funcția de eșantionare Sa еЬ \Ьг; b — funcție /€Ьх\Ьг ) = spațiul vectorial C“, în care un șir de funcții { о din > se consideră convergent către în > dacă este verificată condiția : există un interval mărginit Ic Ж astfel incit toate funcțiile pentru n -* oo ) о din £ se consideră convergent către în dacă este verificată condiția : pentru orice întreg TÎXat , șirul derivatelor фі*! este uniform convergent către O, pe orice interval mărginit fixat ( ) Se va scrie pe scurt : ф„ pentru n-* со Exemple, a) Considerăm funcția din exemplul , e); considerăm șirul { de funcții din я definit prin ( \ Fs( = -ФІ— • л \ n J Se observă că supp q>„ = [—n, n], prin urmare, șirul {?„} nu converge către in s, deoarece nu există un interval mărginit in afara căruia toate funcțiile , să fie nule, z Dar funcțiile , se poate considera șirul ф„, n> , de funcții din ff definit prin фи( = — ?( ' R n în acest caz, supp ф„ = ] — , ] șl avem фя —> pentru n —> oo Observații Am indicat în ( ), ( ) structura de convergență în spațiile s, e Desigur, convergența către este suficientă pentru a defini convergența către orice clement ( de mulțimi compacte (mărginite și Închise) în R astfel incit А',сКИ , (y)nSs și LJ A’B = R; de exemplu, Kn = [—n, n], Pentru orice ф e notăm Рп(ф) = sup ІфМ( І- ІЕКпі Pe spațiul vectorial S se consideră de obicei topologia definită de familia numărabilă de seminorme p„, n> , și se poate arăta că, înzestrat cu această topologie, spațiul S devine un SVT metrizabii complet, iar structura corespunzătoare de convergență este tocmai cea indicată anterior Pentru a defini topologia uzuală pe , considerăm mai înlii pentru orice compact f strictă, care induce tocmai structura de convergență definită anterior pe Trebuie remarcat faptul că din existența topologiiior anterioare pe spațiile ®, C se numește analitică dacă pentru orice punct ae [R există un șir de numere complexe {cn}„>o astfel incit seria S cn(® ~ convergentă într-о vecinătate a lui a și să aibă suma Л(ж) Orice funcție analitică este in S O proprietate specifică a funcțiilor analitice este principiul identității, conform căruia dacă h: tR-»C este analitică și dacă h se anulează în punctele unui interval deschis, atunci h se anulează pe tot IR Această proprietate arată că singura funcție analitică aparținînd lui este funcția identic nulă Polinoamele, exp, sin, cos etc sînt funcții analitice O altă clasă remarcabilă de funcții o constituie funcțiile spline Dacă I = [a, />] este un interval și dacă a = ж ) relativ la această diviziune orice funcție s : Fa, astfel ilicit «еО'ЧІ) și în orice interval aș], «, funcția s sa coincidăjeu un polinom de grad cel mult k Așadar, funcțiile spline sînt funcții polinomiale pe porțiuni; ele sînt utilizau' in teoria interpolărilor (trimitem cititorul la lucrarea : Micula, Gh Funcții spline și aplicații, București, Editura tehnică, ) § Funcții-test; clasificarea distribuțiilor, exemple Funcțiile-test sînt funcții „cu comportare bună” și nu au o definiție ea atare Există patru spații principale de funcții-test IR-*(E și anume >, S, CJ ( c> întreg fixat) și Sf, utilizate în funcție de scopul urmărit Primele două au fost studiate anterior Pe spațiul CJ se introduce următoarea convergență : un șir {A}„> de funcții din C* se spune convergent către in C- dacă există un interval mărginii f } converg uniform către pe c Se mai scrie fn —» pentru i —> oo Spațiul ¥ va fi studiat în detaliu ulterior, în legătură cu definiția generală a transformării Fourier Aici amintim succint definiția funcțiilor din numite și funcții rapid descrescătoare la zero : o funcție g: ER-+ C se numește rapid descrescătoare la zero dacă ge S = C°° și dacă pentru orice polinom P și pentru orice n, funcția P ■g " este mărginită Așadar, o funcție ge& descrește la zero, pentru |i|-»oo, împreună cu toate derivatele, mai repede decît orice putere a lui Г De exemplu, funcția / ехр (—Z ) aparține lui â" șj, de asemenea, orice funcție din aparține lui Se verifică imediat că У este un spațiu vectorial complex și definim structura de convergență pe re după cum urmează : un șir {Яп}п^і de funcții din У se nuinește convergent către in у dacă pentru orice numere întregi h, k^ șirul de funcții {Іл • converge uniform ( ) către pe Ж Au loc incluziunile , atunci ©„ —*■ și o„ , iar dacă oo? ceea ce rezultă din definițiile date în ( )-( ) Notăm cu TF oricare din aceste patru spații de funcții-test Vom nota cu TF' mulțimea tuturor funcționalelor liniare pe TF, care sînt continue prin șiruri Așadar, un element din TF' este o aplicație / :IF-»C care este liniară [adică /(au - bv) = af(u) + bf(v) pentru orice a, be C și pentru orice u, te TF] și, în plus, pentru orice șir w c cpn—» , rezultă /( oo Mulțimea TF' se mai numește spațiul dual al lui TF și are la rîndul ei o structură naturală de spațiu vectorial complex, definind pentru orice /п / e TF' și ae C funcționalele /, +/ , aft din TF', prin (A + / ) («) == fiW + fsW, (af)(u) « a/(u), pentru orice ue TF (Simbolul = semnifică o egalitate definitorie pentru membrul sting ) Două elemente fv fs din TF' se consideră egale dacă /x(u) =/ (u), pentru orice ue TF Un șir {/n}B> de elemente din W' se numește convergent slab către în IV' îa pentru n —> oo Se mai scrie în acest mod am definit patru spații vectoriale asociate cu spațiile de funcții-test considerate și anume ', (C care este (fc-liniară și are proprietatea că de îndată ce a>„ -► , rezultă f(?n) Д , pentru n -» oo Uneori este util de notat i de distribuții din І ' converge slab în >' către o distribuție /e >' daca /„(?) -+ j( Un rezultat important este următoarea proprietate de completitudine a spațiului &' : Dacă {jn}n^] este un șir de distribuții din >', avînd proprietatea că există -Ц, = lini /„( ) iu C, oricare ar fi funcția-test Ivește o distribuție (adică este liniară și continuă prin șiruri) Demonstrația poate fi găsită în [ , ] Așadar, limita în sensul convergenței slabe a unui șir de distribuții din >' este tot o distribuție' din ' Vom vedea că spațiul " are o proprietate similară, dar nu are o astfel de proprietate Un concept clasificator important este cel de suport al unei distribuții în general, nu se poate vorbi de valoarea unei distribuții într-un punct fixat, dar se poate totuși defini egalitatea a două distribuții pe vecinătăți ale acelui punct Definiții Se spune că o distribuție fe ' se anulează pe un deschis U C, punind pentru orice ? e s Д f°° /■( H —> , atunci există, conform cu ( ), un interval = [a, i>J in afara căruia toate funcțiile uniform pe I, deci -oo ,-b lim f ( © «-*ooj « >co )a f(t) lim c₽M(Z) dZ = , К -/OO deci f{ O Așadar, f este o distribuție, numită distribuita regulata asociată lui f sau echivalent, funcția f privită ca distribuite Așadar, orice funcție elementară poate fi privită ca distribuție De exemplu, distribuita exp este definită prin exp (?) - Д СІ = V a(Z) = oo Rezultă atunci egalitatea Г ” an \ f( rt( d' = -—, J e Notînd M’= esssup If(f)l> rezultă inegalitățile " ie [- , n a„ f“ \ n( df = M, adică ая=$Л е, e es De asemenea, pentru orice toelR se poate defini distribuția singulară |оез’ prin = Pentru t = se obține = Avem supp , j sînt distribuții cu suport punctual c) Distribuția poate fi interpretată și ea o funcțională liniară continuă pe spațiul CC al funcțiilor continue R-+C cu suport mărginit ; altfel de funcționale se mai numesc măsuri Radon (sau distribuții de ordin ) Distribuția S(*>, fc > fiind un întreg fixat, este o distribuție de ordin ^k deoarece este o funcțională liniară și în plus co c este continuă prin șiruri [dacă , adică la distribuții din : — distribuții de ordin infinit, care nu pot fi prelungite la nici un Cq OO Un exemplu de distribuție de ordin infinit este dat de distribuția f — [*> > k— — ©o care asociază oricărei funcții e S numărul = î^df t Deoarece funcția este nulă în afara unui = o, C W X ' rezultă că limita din ( ) există simultan cu limita lim [Г dz +(g W-^°) e-»O, s> J jj t J£ t și cum ?(O - ?(O) l =S sup |ț>'(OI astfel incit supp » '( I și cum ' -> гё[-Л,К] " ” [- , Л], rezultă în R / că sup > deci ( VP » *£[-*, Rj \ t —» , pentru n—> Am verificat astfel in detaliu că funcționala VP - este o distribuție din S’ Exemplele anterioare atestă varietatea elementelor din utilizînd ca spațiu de funcții-test pe ) Incluziunile de tipul c Cg, /c> , au condus la clasificarea distribuțiilor după ordin Incluziunile ) cz a și faptul că ? este subspațiu dens în S arată că au loc incluziunile inverse intre spațiile corespunzătoare de distribuții ' posedă o proprietate de completitudine Arătăm acum printr-un exemplu sugestiv că spațiul d' nu are o proprietate similară Exemplu Considerăm șirul de funcții МЦА iiS , definite prin MO - e(f) - - n); ie IR Distribuțiile regulate asociate au suportul supp fn — supp /), [ , л], n > , deci au suport mărginit, adică aparțin lui S' Pe dc altă parte , deoarece (y)o s avem -со -K -OO = \ [«( — > J—oo Jo o a rezultă că f„ —* o (convergență slabă de funcționale), pentru n-»oo Subspațiul ®' f~ f este injeclivă, adică se pot identifica funcțiile din L|°° cu distribuțiile regulate asociate Acesta este sensul matematic exact al incluziunii {funcții uzuale} c {distribuții}, сате justifică totodată denumirea de funcții generalizate, dată uneori distribuțiilor Reținem deci că orice funcție [: IR -» -> /■(/) ț>(/) d/ din ', * — Uneori se extinde formal această reprezentare integrală pentru orice altă distribuție fes' și se scrie f( >( dl in Ioc de De asemenea, în loc de notația f pentru o distribuție se scrie f(t), indicind explicit notarea variabilei independente în funcțiile-test corespunzătoare De exemplu, distribuția Iui Dirac este notată (/) și avem conform definiției = at -ț- b = u, cu a, b constante reale, a^Q Definim atunci distribuția f(at - b) din Q)' prin = " ‘ ( , ) Se verifică imediat că funcționala /(ai + b) astfel definită depinde liniar și continuu (prin șiruri) de funcția-test £?, deci definește intr-adevăr o distribuție Este de remarcat că schimbar ea de variabilă + b în distribuția / s-a definit folosind schimbarea inversă w — — în funcțiile-test a Facem de asemenea remarca următoare: dacă / este o distribuție regulată asociată unei funcții / e L’ , notată la fel, atunci formula ( ) nu este nimic altceva decît egalitatea evident ă de integrale du = | a | ( /(uî -ț- b) C, -șl -I = > = = ('o) = (V) e ® și sub această formă, printr-un abuz de notație, lipsit de gravitate in condițiile cunoașterii sensului corect al noțiunilor, se obține formula de filtrare, adeseori folosită in literatura tehnică b) Dacă fes' este o distribuție oarecare, se definește distribuția f prin v Д /■= Л- - ( ) Conform cu ( ), avem (f, — (J, ț>>, (у)?еЭ; am notat ( ?(— t), (y)t e IR Dacă f — f (respectiv f — —f) se spune că distribuția f este pară (respectiv import) Distribuția Iui Dirac S este pară conform cu ( ), iar distribuția f VP—- este impară, așa cum se verifică imediat c) In cele de mai înainte, am considerat schimbări afine de variabilă ; se întil-ncsc uneori schimbări de variabilă mai generală Ne restringem la schimbări de forma IR—*-IR ii->u(Z)cu u funcție de clasă C pe IR, avînd numai zerouri reale simple, izolate, deci în număr cel mult numărabil (de exemplu н = sin t, и — t- — etc ), efectuate în distribuția lui Dirac Dacă {O-}» este șirul zerourilor funcției u, se poate defini distribuția (o( ) prin ("( ) = - « - = j -, (w)q> e s, suma fiind evident finită л I и'(tk) | De exemplu, luînd u( real constant, respectiv u(l) = sin t, se obține formulele S(' - u ) = —г- (« - ) ) + + )Ч)) /n (sin = S M : Дав—OO similar (/з = (/) + [ (/ - ) + S(t + )] Am considerat pină acum distribuții oarecare din *; dacă f este o distribuție cu suport compact, atunci distribuția f(at + b), a b e® o^O, obținută printr-o transformare afină, are de asemenea suport compact, dar suportul lui f(al - b) nu coincide cu u—b suportul lui f(t), ei este imaginea acestuia prin transformarea punctuală R-»R, u » -• , -» -, J, I supp S M t - n> \ /I De exemplu, supp (t — tB) = {/ } supp e( l -j- o) — oo etc înmulțirea unei distribuții cu o funcție Am văzut ce înseamnă f = g, f + g, af(ae(£, constant), pentru f, ge Q' Problema multiplicării distribuțiilor este mai delicată Notăm cu УГ unul din spațiile de funcții-test considerate în § O clasă de funcții [R-»(£ notată ^(W), cu proprietatea, că pentru ir orice ueW și pentru orice , adică (фТ)(и„) ‘^Л- ] Așadar, pentru orice distribuție fe Q>' și pentru orice funcție xgC putem vorbi de distribuția a fe ', notată echivalent cu /а, definită prin = , ( ) și numită produsul distribuției f cu funcția infinit dericabilă a Exemple, a) Pentru orice funcție a: «->■€ ele clasă C®, produsul a este distribuția definită prin = = a(O)?(O) = a( ) = >, (у)? e a, deci a = a( ) în particular, fB (l) = pentru orice n> b) Pentru orice funcție a e C“ și pentru orice l e IR fixat se poate considera distribuția din oo S a(f) (f — nt ) = £ a(nf ) (Z - n/e) «=■ — n=—-oo Observații în încercarea de a defini produsul a două distribuții există dificultăți deosebite, datorită caracterului esențialmente liniar al conceptului de distribuție Astfel, produsul a două funcții din L}°°nu aparține lui іД ® ( de exemplu, funcția j — aparține lui I ; , dar pătratul ei nu arc aceeași proprietate^ Apoi, ce sens s-ar putea da produsului (f) fVPl—j, atitatimp cit ( • l = și fVPl— = ? Derivarea distribuțiilor Fie У:Й-»(С o funcție derivabilă astfel încît f'e Lî Atunci are sens distribuția regulată f asociată lui f și, în plus, = ( , — — J—oo (V) (C este o funcție de clasă C‘, Ă-> , atunci =( /w( ?( d# - Г / = = = (- )‘ ' și pentru orice n > întreg fixat se definește derivata de ordin n a lui f ca fiind distribuția /(Я), dată prin = (- )" , (Ѵ)Ф e ( ) Așadar, orice distribuție poate fi derivată de o infinitate de ori și asocierea Dn : Q)' -> >', f*->f{n} (w> fixat) este liniară și continuă prin șiruri : dacăfj-^ , pentru fc->oo, se deduce că Dj*—* , deoarece oricare ar fi funcția-test oeS, avem = (- )" - , fc^oo, căci = ), adică f( = = f(Oț>'(O o: este o funcție de clasă C pe porțiuni și dacă f, t , tp slnt puncte de discontinuitate de speța I pentru f sau f', atunci se demonstrează ca mai sus formula p D£ = (f) + £ s(jt (t-f*) ( ) b) Ca un exemplu concret, considerăm funcția treaptă c) Pentru orice fe®', aeC°° are loc formula D(a/-) = a'f+ aDf ( ) într-adevăr, (Ѵ) еЭ, avem, pe de o parte, = - = - șl, pe de alta = + = + = = — = — • Se poate verifica cu ușurință formula D(a ) = a( ) , pentru orice funcție aeC°° ( ) d) Se verifică imediat formulele ' = — , t ' = în general, dacă a e C și n , atunci are loc formula = £ ( )* C* *=o ( - ) Intr-adevăr, , > = , : > = (—!) > = = (- )" > =(- )" £ C« a ( ) ( ) = k=o k-o = S (~i)* c» a(t) (°) (V) ® Л- Din formula ( ) rezultă direct relațiile * (Я)=(- )** СІ '" *>, și t"+* , *> e) Este evident că = D (i )• *= ( ) cu coeficienții с* numere complexe f) O distribuție i/eă' se numește primitivă a distribuției /'e ' dacă Dj - f, adică e & in analogie cu cazul clasic, se poate arăta că orice distribuție fe ©'are primitivă și că două primitive ale lui f diferă printr-o constantă aditivă [ ] Soluția generală a ecuației Df - o in ' este /’ = c; in mod similar, soluția ecuației Df — & este f — a + c, iar pentru T)f = a, rezultă f(Z) = ta(l) -!-c (c fiind o constantă complexă oarecare) g) Am văzut că distribuția VP —- este soluție a ecuației t/ — Dacă e®, ( — ( ) - întreg Remarcăm de asemenea că (V)ț> e ?, are loc relația ’ ( ~ ( ) , ( Г™ ( — dt + \ df - \ -dl Li t J-OO t J] t ( ) § Șiruri reprezentative pentru S; convergența șirurilor si seriilor de distribuții > Dacă f este o distribuție singulară din £&', este utilă construirea unor șiruri de distribuții regulate (adică funcții uzuale) care să conveargă slab către f; se spune atunci că f este aproximabilă printr-o distribuție regulată îu § vom indica un procedeu tipic de regularizare a distribuțiilor, folosind operația de convoluție Definiție Un șir {/„}»>! se numește șir reprezentativ pentru o distribuție g dacă sînt îndeplinite condițiile: а) /яе Ll , pentru orice ; b) —► g, pentru n -» oo adică lim l (() cp (t) di = , \ и^°° J-co (V) e ; noțiunea anterioară prezintă interes pentru distribuții g singulare Un caz deosebit de important este cel al șirurilor reprezentative pentru distribuția De aici vor rezulta șiruri reprezentative pentru zgomotul alb, studiat în cap V al lucrării în acest sens stabilim Teorema II Fie {/„}„>i, : OR -+ CR șir de funcții pozitive din L^QR), astfel incit să fie îndeplinite condițiile : ( ) ( fn(t) di = pentru orice n> ; "'•— ( ) pentru orice interval compact [a, fixai cuprins în tR\{ }, avem hm ( fa(t) di = ; Я-oo Je ( ) pentru orice R > fixat, avem (fig ,a) lini ( /n(t)di = O «■**» Atunci șirul {/»}„>! este un șir reprezentativ pentru distribuția , adică el converge slab în ' către S Demonstrație Avem de arătat că lim \ /„(/) arbitrar fixat Alegem n, natural astfel incit | astfel incit supp Folosind condiția ( ), putem alege »j > n astfel încît al doilea termen să fie mai mic decît c/ pentru n> n și, în sfîrșit, conform cu s ), putem alege w > n astfel încît al treilea termen să fie mai mic decît e/ Atunci pentru orice n> na rezultă II, i Observații ) Condițiile din enunțul teoremei II au o evidentă interpretare geometrică Relația ( ) are loc nu numai pentru funcții tp e ©, ci pentru orice funcție continuă cu suport compact, așa cum reiese chiar din demonstrația precedentă De asemenea, rolul special jucat de origine în teorema precedentă poate fi transferat oricărui punct у e IR, înlocuind in condiția ( ) R\{ ] prin lR\{y} și atunci va rezulta că șirul {fn}»> converge slab către distribuția # ) Teorema II l poate fi extinsă de Ia șiruri la familii reprezentative indexate după mulțimi mai generale decît in, prin înlocuirea parametrului discret n cu un parametru continuu « De exemplu, presupunem că avem o familie {fx}a>o de funcții din L (R) -oo astfel incit \ fa(f) df = pentru orice a> , pentru orice interval compact [a, b] * —oo fa(Z) di= și pentru orice R> avem Uml /'a(Z)dZ=O a> ' Atunci fa —> S pentru a-* , a> , adică lim fa(Z) o(Z) di = R definite prin h„(t) — n n > Se verifică imediat condițiile (l)—( ) ale teoremei II l, deci este șir reprezen- tativ pentru Mai generai, pentru orice s > definim familia hcW — — [ S, pentru s—> s> în unele situații practice S poate fi asimilat cu hs pentru e suficient de mic, dar in raționamente teoretice o asemenea aproximare poate sa conducă Ia concluzii eronate Avem (fig ,b ) , dacă t g (— oo, — e) U [e oo), M = -, dacă e Fig Exemple de familii reprezentative pentru S: a-familia fv[t) - - , т> ; b - impulsuri dreptunghiulare de arie ; c — reprezentarea grafică simbolică pentru S г г Și \ МО In multe lucrări se folosește J— oo J— в funcția care se obține din ie făcînd formal c—> , deci { , dacă t e R\{O}j r , s-»- , care este riguros motivată și limita lim fie( în scns e- o clasic formal, care nu este justificată matematic Dealtfel există o serie întreagă de noțiuni fizice punctuale care pot fi definite riguros numai apelind la limite slabe (numite și limite de medieri pe funcții-test) Printre acestea notăm ; densitatea unui punct material sau a unei sarcini electrice punctuale, densitatea unui dipol sau a unui strat, momentul unui dipol, intensitatea unei surse electrice punctuale sau a unei forțe concentrate intr-un punct etc Funcția a fost introdusă de P Djrac in cartea sa „Principiile mecanicii cuantice” ( ) și folosirea cu succes a ei constituie un exemplu de intuiție fizică la un moment dat, depășind nivelul de dezvoltare a matematicii la acel moment Cițiva ani mai tirziu matematicienii S, L Soboi ev ( ) și L Schwartz ( ) au pus bazele teoriei distribuțiilor, in care intuiția fizică și rigoarea matematică s-au reinlilnlt b) Familia de funcții fa ■ a> , definite prin (fig , a) «o=— t g® satisface condițiile ( ) ( ) din teorema II , mai precis din observația , ), deoarece /i( df = , ( b a \ W) df =? I arctg -arctg —- Я ț a a / jR fațt) df = я — arctg - și pentru a—> , a> membrii secunzi din ultimele două relații tind către zero în concluzie, familia f„ este reprezentativă pentru ; in particular, luind a=-, găsim un șir repre- n In zentativ pentru , anume fn(t) = -—• — , n>l тс n t + c) Schimbăm puțin notațiile și considerăm familia ft, t> , de funcții semiclopot Gauss definite prin /Ия;) = — CXP j/jrt xetR cu graficul indicat în fig , a Fig Exemple, de familii reprezentative pentru : a—semiclopote; b—clopote Gauss Calculăm integrala următoare, făcind schimbarea de variabilă x - ztft: Considerăm acum [uncii" erorilor pentru care lim erf г = , lim erf г = Pentru a în fine, pentru orice R> O fixat avem o dx = ——\ J«/ КГ exp(- a) dr = Г f /•В/ ѴГ" к exp (—z ) dz — exp ( — dz Ytc L •'—ce J—oo si aceasta tinde de asemenea către zero cind t—> , t > Așadar, am verificat in detaliu condițiile ( )—( ) din teorema II l, deci am obținut o nouă familie reprezentativă de funcții uzuale pentru distribuția Raționînd similar, se poate arăta că funcțiile „clopot Gauss" gt : IR—>IR, f> , definite prin —exp /Г converg slab către pentru t—> (fig , b) d) Dăm exemplu de un șir reprezentativ pentru impulsul , deși nu satisface condițiile teoremei II l ; anume sin nt M) = -■ — -= "Sa ("O folosind funcția de eșantionare, definită prin formula ( ) Pentru orice ( ) f“ sin nt j \ df n m t •> —OO și deoarece se știe că rezultă =’ A ф(/) sin nt df+ Л — —OO , = ( ) = , deci [n—fS «-♦oo Г n->coj oc pentru n—> oo (Am folosit teorema Riemann, conform căreia coeficienții Fourier ai unei funcții reale continue tind către pentru n —» oo ) Observații, i) în exemplele b), c), d) am dat exemple de șiruri sau familii reprezentative pentru , formate cu distribuții regulate cu suport necompact, in timp ce în exemplul a), distribuțiile he, c> , au suport compact în S vom arăta că orice distribuție din este limita slabă a unui șir de distribuții regulate, deci orice distribuție singulară admite șiruri reprezentative Pornind de Ia această idee pe calc inversă și observînd că in mulțimea șirurilor de funcții uzuale se poate introduce o relație de echivalență, în care clasele de echivalență sînt in corespondență biunivocă cu distribuțiile din școala poloneză de analiză funcțională a elaborat in acest mod teoria distribuțiilor, urmind o cale similară celei in care numerele reale pot fi construite ca niște clase de echivalență de șiruri de numere raționale, locul numerelor raționale (respectiv reale) fiind luat de funcțiile uzuale (respectiv de distribuții) [ ] ) în exemplele anterioare am indicat șiruri sau familii reprezentative pentru , dar se utilizează uneori entități similare pentru alte distribuții singulare De exemplu, derivind șiruri reprezentative de distribuții pentru , se obțin șiruri reprezentative pentru ', " , Dăm însă un alt exemplu : considerăm familia de funcții fa : IR->IR a R\{ }, definite prin și arătăm că limita slabă (in ©') a lui /ițto) pentru a-> , a/ este egală cu VP , Pen- tru aceasta, fixăm (V)q> e © și considerăm expresia / \ / \ f că ф(со) Д(а)=(ѴР , > - ) > = ( P-, ?>— \ \ “ / \ “ / J «>a + w- avem de arătat că lim A(a) O, Conform reprezentării ( ) și ținind seama de faptul «-♦O că există R> astfel încît supp c [— R, Я], rezultă / x (' (°) ?(“) , , ф(ы) , Д( z) — в * d ), rezultă Hm Д(а) = «-+ Reținem așadar următoarele reprezentări-limită: » VP pentru а —► , а , a " + • tc (o) pentru а —► , а > а + o Formulele lui Sohoțki Considerăm funcția complexă olo-morfă Ф : C\{ } -► (D = а -j- jw Privim а = Be ca parametru și notam а( (C este exact funcția л - ca funcție de varia s bila reală ы = Im Din relațiile de convergență ( ) rezultă J ' дл -+ kS(co) — j VP — pentru a -> ? a > , ) ' — (ja —» ~ («) + j VP — pentru a —> , a tcS'(w) - Ipf(-) j tcS' (w) * — PF j folosind în prealabil faptul căiVP D / \ со Serii Fourier de distribuții în analiza clasică derivarea termen cu termen a seriilor este o operație care trebuie efectuată cu prudență; în particular, convergența seriilor Fourier poate deveni mai lentă sau chiar să dispară, prin derivare termen cu termen, în cadrul distribuțional astfel de dificultăți nu apar, iar teorema II justifică utilizarea sistematică a distribuțiilor în aplicarea metodei dezvoltărilor în serie în teoria ecuațiilor diferențiale O serie OO V/„ de distribuții este convergentă în cu suma/б®' dacă șirul Мамі , B =/ + Л + al sumelor ei parțiale converge slab (în &) către f Teorema II Fie o serie у /„ de funcții C din L, , uniform convergentă pe orice interval mărginit din R, cu suma f Atunci fe L ™ OO și privită în S)', relația у fn = f poate fi derivată termen cu termen de •— oricîte ori Demonstrație Așadar, pe orice interval de forma [—R, JK], R> , sumele parțiale =|і + J + ■ • • + fn converg uniform, pentru Й-+ОО, către/ Atunci fe Lx[ — R, Д] conform teoremei lui Lebesgue și în plus, deoarece pentru converge uniform către /• , din sn —►/rezultă s,/> ~*/(p', iar s? sînt tocmai sumele parțiale ale seriei de distribuții у Др), rezultă în я= ~ final că у Др) = /(р) Așadar, teorema II arată că din conver-n=l gența în ' a unei serii de distribuții rezultă posibilitatea derivării termen cu termen a acesteia, noile serii obținute fiind convergente în ' Corolar Fixăm a> , b > , p > întreg și un șir {с ]* г de numere complexe, astfel incit + b, (V)JeZ CC Atunci seria trigonometrică у cpt^ este convergentă în ' k=» — oo OO Demonstrație Reamintim mai întîi că o serie у да* este con-A— — ce oo oo vergenta dacă și numai dacă seriile у xk și у да * sînt convergente A— Ui Considerăm seria de funcții din Lî cotf+ “ cteut (?+ )! ' jAo (jk)”+ Această serie este uniform convergentă pe orice interval mărginit din IR, conform criteriului lui Weierstrass și ipotezei asupra șirului {ct}*ez- Așadar, sînt îndeplinite ipotezele teoremei precedente și seria respectivă poate fi derivată distribuțional termen cu termen de ori de cîte ori și derivînd-o de p + ori, obținem tocmai seria £ ckeik‘, care converge în Q>' Aplicație Se consideră funcția h : IR -» R, definită pe [ , я) prin тг și prelungită apoi prin periodicitate la întreg IR (v fig , a) Dez voltarea ei Fourier este OO — У — eiw tt: oo fc fe(t) = — **o Fig Semnale periodice : a — paralelă pericdiciiată; b — funcția ,«dinți de fierăstrău" și este uniform convergentă pe întreg IR, conform criteriului lui Weierstrass, deoarece — e * fc = —, (V) к yt , și seria V — este « * *=-» k *qtO convergentă Atunci conform teoremei , relația precedentă poate fi derivată în Q>' de ori de cîte ori Evident ft'(t) este funcția egală pe ( , -rc) cu ——și prelungită prin periodicitate la întreg [R (v fig , b) și deci, folosind ( ), rezultă °° = - - + S (i - fcn), к iwt și comparînd cu relația precedentă, se li fiind discontinuă în punctele /гя, Ле cu toate salturile egale cu Pe de altă parte, derivînd termen cu termen relația ( ), rezultă h"(t) = — c lT л=-оо кфО deduce egalitatea remarcabilă de distribuții: OO oo ѣ (і- ЛтІ)=- £ e* /г==—со со ( - ) Această egalitate constituie dezvoltarea Fourier, în sensul lui a succesiunii periodice de perioadă тс de delte, care va fi utilizată ulterior în exprimarea imaginii Fourier a unui semnal modulat în impulsuri (v fig ) ••• - * - т u т т t •• Fig Distribuția Л periodiclzatâ S(t — br) *ez în aplicații se operează cu variabile dimensionale Pentru a utiliza relația ( ) fără dimensiuni fizice, facem schimbarea de variabilă t = тг ы/ы , ып > fixat Atunci (t - Лтс) = ( к — - kn ) = (co - к П™—ОС Па-со*— ce ( ) numită formula lui Poisson de însumare Remarcăm că seria de distribuții £ (t — n) este convergentă în $)' sau C două funcții (semnale) din L ,®* Dacă pentru aproape toți t e R funcția R -» Ф, z>-*f(z) ■ g(t — г) - « ІЙЧ este integrabilă pe R și dacă integrala ^( = ( Ж • g(t — ») dz J—oo ( ) definește o funcție he L ™, această funcție se numește convoluția funcțiilor {semnalelor) f și g și se notează h = f*g Așadar, dacă f*g există, atunci pentru aproape toți te R, avem r°° (/**?)(*) = \ Ж ‘Я* — «) dz = l g(u)-f{t-u) du = {g*f){t), •'—oo J—oo deci operația * este comutativă Ca de obicei, vom identifica orice două funcții care coincid a p Probăm acum următorul fapt important : a) Dacă f, ge Lx, atunci există f*g; în plus, f*qeL, si într-adevăr, fie f = ( | g{u) du; efectuînd schimbarea de •'—СО variabilă и = t — z, ze R fiind fixat, rezultă = j | g(t—z) | dt, pentru orice ze R fixat, deci ІЖІ —со • Din teoria transformării Fourier va rezulta de asemenea că dacă f, деЪ , atunci /*gr este funcție continuă și tinde la zero pentru —> Trebuie remarcat că dacă f, ge L , nu rezultă în general că /*g aparține lui L Probăm totuși mănătorul fapt: c) Dacă f, ge L și una din funcții este în L ? de exemplu ge Ln atuncif *ge Ls într-adevăr, avem ІВДІ , B> , t> , pentru t = t Dacă funcțiile /, g au suport pozitiv [adică/(i) — g(t) — pentru t z, deci formula ( ) devine \ f(z) ■ g(t — z) dz, dacă t > , și h(t) = dacă t avem r *r - !(/■ y)(l)| dl în particular, din criteriul anterior rezultă că ori de cite ori una din funcțiile f, g are suport mărginit, convohiția f* g există, fără să fie neapărat cu suport mărginit Dacă f, g au ambele suport mărginit, atunci f» g are de asemenea suport mărginit în fine, reamintim că dacă f, g au suporturile mărginite de aceeași parte [de exemplu, există ее IR astfel incit f(t) — g(t) — pentru t f * g are proprietatea de biliniaritate Exemple, a) Fie funcția f i R \ { } —» IR, definită prin r(l> Yîti'iti + i’ f dZ Evident, f e L, = Lj(R), deoarece \ |f(Z)|dZ = \ = ~ Luăm g= f J—OO Jo I Z (Z " ) Conform rezultatului din , a) rezultă că f*g Lt Așa cum am remarcat, (f*g)(t) există pentru aproape toți ZeR (in acest caz pentru orice Z/ ), nu neapărat pentru orice te R : dealtfel pentru z = , avem că (/•*ff)( ) = ( /■(-)•/-(-z) dz= J —OO > t(t + l) nu există (integrala nu este convergentă) Pe acest exemplu se poate observa că dacă f, g e Llt nu rezultă neapărat că f * g este funcție continuă și mărginită (așa cum se intlmplă dacă f, g e L ) b) Considerăm funcția f: R->R definită prin /■(Z) = c(Z - Zo) — a(Z — Zo), Zo> fiind o constantă Dacă luăm g — f, se obține (/••I )(O= Zo •H Z„) - a(Z - Z )J Așadar, convoluția unui semnal dreptunghiular cu el însuși este un semnal triunghiular Acest fapt poate fi probat prin calcul direct, dar se obține direct din tabloul de transformate Fourier remarcabile, dat în § în acest caz avem f, g L ; evident, semnalul f » g aparține clasei C® și reprezintă un triunghi isoscel de Înălțime Z și bază ZU, reprezentat in fig Acest exemplu ilustrează rezultatul din , b) c) Luăm f =g= a, deci f, jeL ® Se observă că deși [,дфЬѵ totuși convoluția f*g există, anume (V)ZeR foo ( , dacă t Of Dar dacă luăm f = a, g = s , convoluția /* g nu există, deoarece pentru t = >> ( ) pentru orice ie R Se verifică ușor că/*© este o funcție de clasă C°° pentru orice fe ', tpeS) și că (/* ф) *’= (D /) * ф = / * Ф(А/ (V)fc> De asemenea, (/* )* ф =/* (ф*Ф) pentru orice fe >', Este deci de reținut că orice distribuție / definește, prin convoluție cu o funcție-test , o funcție din C°° și, în plus, supp (/* ) c $, și dacă /e ->■/* Un rezultat deosebit de important este cuprins în teorema care urmează, numită uneori teorema de reprezentare a sistemelor liniare, continue, invariante în timp Pentru orice те [R și pentru orice funcție/: IR-+(Г notăm cu Тт/funcția [R-»C «>->/(» — t) Are sens operatorul >, >->Tc și de asemenea Tx : Fie U, V două din spațiile de funcții-test definite în § ; o aplicație liniară A :U->V se numește invariantă la translații dacă (Ѵ)те (R, (V)ue U avem A (T-u) = = TT(A(u)) în teoria sistemelor, aplicațiile liniare invariante la translații sînt numite operatori invarianți în timp Cu aceste pregătiri, putem da Teorema II (a) Fixăm fe >'-, aplicația f* -> (£ este o distribuție (adică este continuă prin șiruri) dacă și numai dacă pentru orice interval mărginit I c [R există p> astfel încît (V)?e S>, supp i |>p • || pentru p ca și cum Je -» Pe de altă parte, К/, Ф„> = deci nu poate tinde la zero pentru p -»oo și s-a ajuns la o contradicție Cealaltă implicație este imediată Demonstrația teoremei, (a) Liniaritatea fiind evidentă, probăm continuitatea și fie , și în plus, O uniform pe J, pentru orice fc> Dacă t este fixat, funcțiile au suporturile conținute în intervalul Jt obținut din J prin translație cu t Avem de arătat că șirul h„ tinde către zero în , șirul de funcții =y*cp^> tinde uniform către zero pe K Dar conform lemei, există p> astfel ca I W) | = | | = , ceea ce este clar (b) Considerăm funcționala J: cp (Аф)( ) Conform ipo- tezei asupra operatorului A, funcționala f este liniară și continuă, deci /e )' Evident, pentru orice = A( , atunci f = Notăm cu pe:£R-»[R, s> , funcția definită astfel (fig , a): ? ( = As • exp , dacă —e , dacă t - s > s, |t| , iar dacă / este de clasă C*, atunci pentru e —> , /* p£ converge uniform către f împreună cu toate derivatele de ordin pe orice interval mărginit [ ] Ca exemplu, să fixăm un interval [a, Л] și fie gc : ER->[R funcția din LJOC definită prin în rest, , dacă te [a — s, b -p s], și punem pentru orice le (R M) = (pE * (O = \ pe(i — d^ Лг— s Așadar, hc este e-rcgularizata lui gz {-? fig ) Acest exemplu arată că pornind de la o funcție discontinuă de tipul gt, se poate C Fig Construcția unei funcții hc din S, constantă pe un interval compact dat construi o funcție Лс de clasă C , care coincide cu gs în afara unei mulțimi de măsură oricît de mică; anume, în afara lui ( , variabile reale”, și în acest sens, se extind imediat spațiul > = ) (IR”) (format din funcțiile cu derivate parțiale de orice ordin pe R", nule în afara unei mulțimi mărginite), convergența în ), conceptul de distribuție ca funcțională liniară continuă ©~>(E, identificarea funcțiilor local integrabile cu distribuții etc Dacă/(ж), g(y) sînt distribuții din )' de o variabilă, se definește produsul direct f\x) x g(y) ca fiind distribuția de două variabile dată prin = ->?( , ), iar dacă f, g e L’ ®, atunci /(ж) x g{,y} = f(x) g(y), produsul uzual Se arată că prin formula ( ) se definește într-adevăr o distribuție și că J(®) X g(y) = g(y) X /(ж), supp (/(ж) x ?(?/)) = supp/x supp g [ ] Pentru orice a = (®, o)e IN x IN se notează D®= - Vom dxv dyq scrie „—> pentru n-*oo, ( ) ori de cîte ori {Ѳ„(ж, ^)}„>i este un șir de funcții R ->IR astfel încît (V)a( )Jf“> , |D“ ^,y)| l, și, în plus, pentru orice compact A'cR există un număr A depinzînd de К și Ѳ„(ж, у) = , (Ѵ)(ж, у)е К și (V) n>A De exemplu, dacă Ѳ(ж, у) = pentru ж + у • Definiție Se spune că există convoluția f*g a două distribuții /, ge ©' dacă pentru orice = lini este intr-adevăr o distribuție din ' și că dacă/, ge L\oa și există/*# în sensul din , atunci există/*/ în sensul din și rezultatele sînt compatibile Definiția anterioară se extinde la cazul mai multor distribuții Fără a da detalii, indicăm cîteva criterii de existență a convolu-t iei pentru distribuții din S>', mai ușor de aplicat decît definiția ( ) Fie /, ge ', supp/ c A și supp g = , (V) R este o funcție din ) egală cu într-о vecinătate a lui B Distribuția h =f*g apare ca unica distribuție asociată conform teoremei П З, b), operatorului А : © >->/* (#*©), adică h* © = = - (q>), (V) = R de clasă C“ egale cu pe intervalul (— , — e) și cu pe intervalul ( —e, ), unde e> este fixat In fiecare caz s-a utilizat funcția ф : RZ-»C din = = = , (V) c) Dacă f,ge&' și dacă există fag, atunci (Tfaffag = Dm(f*g) = /*(D"ff), fafai > ( ) Procedînd prin inducție, este suficient de considerat cazul m = ; folosind definiția, rezultă că D(fag) = (Dffag și aplicînd a), rezultă /*(D , avem fa» = fa im\ ( ) într-adevăr, f(m,= ( */),m’ = =fa (m’ Așadar, derivatele de ordin superior ale unei distribuții f se exprimă prin convoluția lui f cu impulsuri Dirac de ordin superior Este de remarcat că dacă (D/)* C este o funcție de clasă C°°, atunci pentru produsul uzual avem Л Д = S/( fcTr)S(i - ftn) » Z Aplicații ale convoluției ) La punctul am definit regularizată f* oo Demonstrație Conform teoremei II , se poate alege un șir {?„}„>! de funcții din , reprezentativ pentru , adică -» 'pentru n >oo Atunci /*ф„, n , este o funcțiie de clasă C°°, deci /*фе și, in plus, f* tyn-+f* = f, pentru n —> oo Pe de altă parte, deoarece este dens în &, se poate alege pentru fiecare n cîte un șir de funcții-s' test e astfel încît /*ф„ pentru m -► oo Șirul diagonal t' &• ' este liniar, continuu și invariant la translații dacă și numai dacă este de tip convoluție, adică există f e ' astfel încît L = f* ; în plus, acest f este unic și este egal cu L Demonstrație Reamintim că un operator L : ' -* ' este invariant la translații dacă (LThg){t) = ThLg(t) pentru orice ge 'și heîR Presupunem mai întîi că L —f* cu fe ', adică Lg = f* g, iV) ge Liniaritatea și continuitatea operatorului L fiind evidente, rămîne de arătat că f(t + h)*g(t) = (/**?)( cu Ă e , deci pentru fc->oo Pentru orice qe se obține = = = lim = = lim = , A->OO ceea ce trebuia demonstrat Pe de-altă parte, rezultă că L = f* = f, conform exemplului , b) Probăm acum afirmația reciprocă Fie L un operator liniar, continuu și invariant la translații și f = L Operatorul M = = Z — (/♦ ) are aceeași proprietate Dar pentru orice funcție-test e și pentru p -♦ oo, avem — X bf/ Л (V) -> L P k-o \p ) V p ) (V)ț>e \ t -= (L — f* ) t - — ] = (f -f) It - —) = O, P ) \ p) \ P) deci Af g Q> Arătăm că Jf este operatorul nul; într-adevăr, fie (V)ge S’, deci ge $>' Aplicînd teorema II , există un șir astfel încît ■ g și folosind continuitatea operatorului Л, rezultă că AZ( * ) = M (lim ', x>-+a* x orice distribuție ее ' astfel incit a*e = , adică Le — ; o astfel de distribuție nu este unică De exemplu, operatorul de derivare rrw- '* x = x’ are soluția elementară e — a, ca și soluția elementară e = a - c, cu c constantă oarecare Pentru a, b, ее ' fixate ca mai sus, notăm cu sd mulțimea distribuțiilor xe ^'pentru care există e*x și a*e*x, pe care le numim ad-hoc admisibile pentru ecuația ( ) Teorema II Dacă be , alunei ecuația a* x = bare o soluție în s ș> aceasta este unică, anume x = e*b Demonstrație Evident, a*x = a*(e*b) = (a*e)*b = *b = b, deci x este soluție pentru ( ) Dacă x, xte s sînt soluții pentru ( ), atunci a*(x — xt) = , deci x — Xj = *(x — ) = (e* a)*(x — x,) = = c* = , adică x = x Fie \ = {fe '\ ( )ceR astfel ca supp / c (c, )}; conform cazului II din , dacă /, ge \, atunci /*f/e { Se poate proba că ’i este o (C-algebră comutativă relativ la operațiile / - g, )f, f*g, i e C, avînd ca element neutru la înmulțire Evident, , a și у (t — fc), N întreg fixat, aparțin lui Reluăm ecuația ( ) presupunînd că ae { și că există ce { astfel încît a*e — (deci e = « ) Atunci ca in teorema II se arată că dacă be {, atunci — c ( ecuația а* я; = b аге soluție unică în anume® = е*й = u-] *b Ca aplicație, fie o ecuație n n У at® (f) = b(t), a = , adică a* x = b, unde a — V az '*! ( ) = = Fie X], , X„ rădăcinile distincte ale ecuației caracteristice, eu mul-p tiplicitățile mv , mp, у m( = n Se verifică imediat că a = • el =( ' — XjS)”’’* *( ' — Xp )m» și că fiecare factor ( ' — X )c’ are ca invers în ©[pe a(t) <>, : atunci a~l — -a(f)e'‘ (m — )! -> are soluție elementară (e = a” ) și atunci soluția ecuației ( ) cu bs este x - a~‘*b Fie ecuația omogenă у akx = , n> , cu coeficienți constanți = și z(t) soluția ei în clasa C”, cu condițiile inițiale ^*>( ) = a și e*"' = c(n’ a -ț- + , deci Le — у aL ew = - а у atzw — De exemplu, pentru ecuația pendulului ®" - a> x = , w > constant, se găsește z(t) — = •— sin coi, deci e = — a(t) sin coi în genera], soluția e = za pentru со со ecuația Lx = se numește funcția Green a lui L la momentul de referință t = : c(t) este răspunsul la momentul t al sistemului dinamic L, la aplicarea, impulsului la momentul t = Funcția Green la momentul s este Gs(t) = e(t)* (t — s) și evident, L(Gx(t)) = (£«)■ au început să fie studiate in mod sistematic la începutul secolului trecut; ideea principală a fose aceea de a transforma unele operații de analiză (integrare, derivare etc ) în operații algebrice Calculul operațional a cunoscut o dezvoltare deosebită, atît în privința fundamentării sale teoretice cît și in lărgirea gamei sale de aplicații Ecuațiile fizicii matematice câteva probleme de elasticitate, de teoria vibrațiilor și teoria- undelor, ca și unele probleme de control automat, utilizează în mod curent diverse tipuri de transformări integrale și tehnici de calcul operațional în general, fiecare tip de transformare integrală este legat de o anumită clasă de funcții, ceea ce aduce dificultăți în privința respectării rigorii (de exemplu, pentru transformarea Laplace este necesar de definit clasa £ și similar clasa L pentru transformările Fourier și Hilbert) Pe lîngă proprietățile de calcul, transformările remarcabile care vor fi studiate în continuare au calitatea extrem de importantă de a putea fi inversate Astfel, transformarea Laplace stabilește o corespondență intre domeniul-timp și planul complex, după cum transformarea Fourier dă o corespondență între domeniile-timp și frecvență, iar inversarea face ca anumite probleme să poată fi rezolvate în domeniul cel mai convenabil din punct de vedere matematic § Transformarea Laplace a semnalelor-funcție începem studiul sistematic al transformărilor integrale ale semnalelor reamintind proprietățile principale ale transformării Laplace, baza calculului operațional Definiție Vom numi funcție-original orice funcție (semnal-funcție) f: IR -> C avînd proprietățile : (a) fe Lț și supp/ c ( ,oo), adică/(t) = dacă t , avînd limite laterale în orice punct t(, i > ); se acceptă că lim /(t) = /( +) poate să nu existe Vom nota cu £ mulțimea funcțiilor-original; evident, £ este un spațiu vectorial peste C- Condiția (a) din definiția precedentă, este justificată de faptul că semnalele care intervin asupra unor procese fizice sînt nule pină la un moment dat t și se poate lua t = Condiția (b) revine la faptul că în orice interval mărginit ț , ’] funcția f are cel mult un număr finit de discontinuități de speța întîi Exemple, a) Fie fft) = P(î)o(/), t e IR, cu P polinom oarecare; condițiile (a), (b) sînt automat Îndeplinite, ft( +) ~ P(O), deci în acest caz, există T: ( JW> astfel incit iP(t) | pentru orice T, în particular > Evident f , f fi c) Dacă и : IR-*iR este o funcție continuă pe porțiuni și dacă a b sînt numere reale, fixate, atunci funcția /-+[a(Z — ă) — o(t — fl)]u(i) aparține lui £ d) în toate exemplele anterioare de funcții feCl este satisfăcută următoarea condiție de creștere exponențială; există numere reale -U> , T> și c astfel incit |f(()| T Această condiție asigură convergența anumitor integrale improprii care vor interveni și este utilă în practică Numărul c se numește in acest caz indice dc creștere exponențială a lui f Dar nu orice semnal din satisface ceasta condiție de creștere, de exemplu f(t) = exp (( ) - ,S> J, R-r unde e, R sînt independente unul de altul Cade obicei, se notează F = F(s) Este evident că operatorul «■}• Teorema II Dacă /e Q este o funcție cu creștere exponențială cu indice c, atunci S(c)c C/ ■și funcția F : £(e) -> (E este olomorfă în domeniul £(с) Demonstrație Fie (V)se £(c) Conform ipotezei, există numere reale АГ> ,’т> astfel incit |/(t) | c, deci | f(t)e~*‘ | — T Deoarece \ JHe ,a c)‘ dt =- « cu a > c și verifică condițiile derivării sub integrală; rezultă că funcția Feste C-derivabilăîn raport cu s în orice punct din semiplanul £(c), deci este olomorfă în semplanul £(c) Teorema II are loc pentru orice funcție /e Q tu ipotezele teoremei II , rezultă că mulțimea Cz este nevidă Există însă funcții din Q pentru care Cz = , de exemplu J(t) = = exp (t )o(t) în cele ce urmează, vom presupune că Cz și vom nota af = infțae R | există se Cz astfel încît a = Re s}, numit abscisa de convergență a lui F Relativ la structura mulțimii Cz rezultă imediat că sint posibile două cazuri: I ar = —oo, deci Cz = C (de exemplu, pentru f — ); II az = finit și atunci V(«z) c C!z с У («z) (de exemplu, pentru f = e ', af =■ ), deci mulțimea Cz este semiplanul deschis £(ez) la care se adaugă eventual puncte de frontieră, adică de pe dreapta verticală Re s = af Observație Referitor la comportarea lui F — X/ pe frontiera mulțimii Cz sau la infinit, are loc următorul rezultat binecunoscut [ , ]: Fie l'ZQșiftG nl/s** (»> întreg, af = ) Alte trasformate Laplace sînt următoarele (a, b fiind constante complexe) : j sin at | • o(t) + exP (-^/a) s + a — exp (—STc/a) t" • e°* • —> nl/{ — a)n+i, n~> întreg; sin al x тс ft J -—■ —> arctg - ; t ° a — т) — (t este real și pozitiv); e w • sin at ■ a(t)- a (s - b) - a • cos at ■ a(t) se в + b ( * b) - a si (o = sin w n se ■ ■ — In || - s ; \ Ji / s considerînd determinarea principală corespunzătoare (Funcțiile Si, Ci, Ei se numesc respectiv sinusul integral, cosinusul integral, exponențiala integrală ) Strîngem acum laolaltă proprietățile principale teoretice și de calcul ale transformării Laplace II (a) Dacă f e Qi și f(t) -> F(s), atunci S c > constant, o »' • J(t) F(s — ), s — soe C si Teorema /(fct) ->yF f(t — v) e~'s • F(s) (pentru orice t> fixat) (b) Presupunem că fe £ și există derivatele f, f",- in [R\JO}; în plus, /(я)е O și există f№(Q+) = lim f^ht), Atunci f^(t)^sn-F(s) - »- -f( ,) - ”- -f( +)- -р-'ЧОи ) Dacă s > aparține mulțimii de convergență a lui f^, atunci este olomorfă în semiplanul deschis Re s > s In particular, f(t) sF(s) — f(O+),f"(t) s F(s) — sf(O+) —f( +) etc în condițiile indicate (c) Fie fe Q ; dacă f( ) ^(s), atunci tnf(t) (-l)nF^(s), (V)n> întreg iar F O, atunci (f(u) du , Res>s , Jo S iar dacă funcția ——- aparține lui Q și are abscisa de convergență a, t atunci f(t) # r°° -> l F(v)d v, Re s> a, t Js unde integrala se poate lua în lungul oricărei semidrepte avînd capătul în s, făcînd un unghi între -și , cu semiaxa reală pozitivă (e) Fie fe Q o funcție care pentru O este periodică de perioadă T> șif (t) — f(t)[a(t) - a(t - *)], deci f{t) = f {t) + f {t - T) + + fo(t — T) + • • - Dacă f(t) F(s) și f (f) F (s), atunci F(s) = ( + e sr + e-^ + ) -F (s) = -f e-’“ •/(«) du — e~sT 'o Demonstrația acestei teoreme este binecunoscută [ , ] Reamintim ca regulile de calcul de la punctul (a) poartă respectiv denumirile de regula asemănării, deplasării, întârzierii La punctele (b), (c) sint date regulile derivării originalului și derivării imaginii, iar la punctul (d) sînt enunțate regulile integrării originalului și integrării, imaginii respectiv La punctul (e) este indicat modul de calcul al transformatei Laplace a unui semnal periodic și arată că este suficient de calculat integrala de tip ( ) pe un interval de lungime egală cu perioada Ca un exemplu de aplicare a punctului (e), considerăm semnalul f(l) = A[a(O — — o(Z - «)], A și a fiind constante reale, a > Atunci semnalul periodic de perioadă ’>a, obținut restringlnd fia un Interval ( , T) și apoi prelungind prin periodicitate Ia întreg IR, va avea transformata Laplace egală cu Га A — \e-««-A-du= — c Jo * - е-« - e~sT' Transformarea Laplace este legată esențialmente de descrierea fenomenelor liniare Dacă f,ge O, atunci nu rezultă în general că fge П și chiar dacă fge Q, nu are loc relația -&(fg) = ^f • &g,așa> cum se vede luînd de exemplu f= g = a Un alt rezultat fundamental îl constituie legătura între convoluție și transformare Laplace, cuprinsă în Teorema II Fie f,ge£l și li = f*g Atunci te Q și dacă f(f) —> F(s), g(l) G(s), iar integralele F(s), G(s) converg absolut în punctul soe (t, atunci integrala H(s) = (^b)(t)are aceeași proprietate și, în plus, TI(s) — F(s) -G(s), pentru Ее з> Ее s Demonstrația este tipică [ , ] (І Aplicații ) Una din aplicațiile cele mai consistente ale transformării Laplace o constituie rezolvarea explicită, algoritmi-zabilă, a unor probleme inițializate pentru unele clase de ecuații diferențiale Astfel, dacă se consideră ecuația ( ) și se presupune căi be Q, atunci se știe că soluția satisfăcînd condițiile x^ ( +) = c*, S?b(i) și folosind ( ), rezultă egalitatea de matrice sX(s) — c = A • X(s) - B(s) sau (A — sU„) ■ X(s) = — c — B(s) Este evident că pentru orice s cu Ее s suficient de mare, matricea A — sU„ este inversabilă; rezultă deci că există a real astfel încît X(s) = — (A — sUn) I • (e -J- В țs)) pentru Ее s > « și de aici se deduce originalul x(i) ) O aplicație tipică a transformării Laplace este legată de funcțiile de transfer ale unor sisteme inginerești (W Fie un circuit de forma indicată în fig , cu o rezistență Î o capacitate C și o inductanță L, u(t) fiind tensiunea imprimată și i(f) curentul Asimilăm acest circuit cu un sistem liniar cu intrarea n(Z) și ieșirea i(t), presupuse semnale din Aplicînd teorema secundă a lui Kirchhoff, obținem ecuația următoare: Fig Circuit scrie RLC , r = u(Z) Presnpunind că i( +) — O ți notînd (sl = U'(Z), U(s) = = seu(t), se obține, conform teoremei , relația algebrică sau, echivalent HI(s) ~ —- * —-— f(s) + L *sf(s) — LT(s) C s l(s) = JI(s)U(s), unde H(s) — R + —- + £s Funcț ia complexă II(s) se numește funcția de transfer a sistemului considerat și este deci egală cu raportul între transformata Laplace a ieșirii și cea a intrării Această definiție are caracter de generalitate O problemă naturală este determinarea unui semnal ЛеП astfel incit H(s) = sehft) Rezolvarea riguroasă și completă a acestei probleme se poate face numai in cadrul teoriei distribuțiilor Dacă ar exista uetî astfel incit seu = , atunci aplicînd la intrarea sistemului semnalul u, ieșirea corespunzătoare va fi un semnal у astfel incit se у — =H(s) -seu = tl(s) - = fi(s), adică sey=seh, deci y=h (identificînd funcțiile care coincid a p ) Așadar, semnalul h ar coincide cu ieșirea corespunzătoare intrării u Din păcate, nu există nici un semnal ue!) astfel încît seu = , deoarece conform observației , ar trebui ca lim ^u(s) = Totuși, lărgind clasa de semnale fi și extinzind convenabil s-»oo,s€F operatorul se, se poate realiza cerința seu = în clasa lărgită Anume seva lua u= ((), distribuția lui Dirac (definiții precise se vor da în § ) și acesta este unul din motivele pentru care semnalul se mai numește impuls unitate, după cum Л se mai numește răs-punsul-impuls al sistemului (în cele ce urmează, Л se va numi funcție de pondere sau funcție Greeri) Avantajul principal al distribuției în raport cu orice funcție reprezentativă (de exemplu, conform cu § , exemplul , а), Лг( — - [o(f - e) — a(t - e)J, г > e fiind oricit de mic), constă în faptul că este independentă de durata impulsului Reluăm exemplul anterior cu circuitul (fi, C, L), presupus in repaus pentru t , > , L L C H rezultă s I(s) = — • L (s - a) + P / a \ deci f(f) — I e-«( cos pi — — e-« (C o funcție (semnal-funcție) aparținînd lui Li- Se numește transformata Fouriera lui f funcția : O?—»C, definită prin J*, (&>)— ( f(t) •e -'M/d/, (V) astfel încît fa SÎH câ-W (*) Пт ( [/(t - u) — f(t ) +f(t - u)] -du = ( ) Ы- О Jo и Pentru a realiza condiția (*) nu este suficient ca / să fie continuă în punctul t Dacă / are variație mărginită pe [Zo — a, t - a] și in plus /(t ) = ——L sau dacă există constantele reale JI > , r > astfel încît |/(t - — /Go) I )= , lim Se t ( ф este o funcție din L ® , periodică de perioadă T, atunci seria Fourier a lui f converge punctual cu suma fin orice punct t in care este verificată condiția («) (teorema lui Dini) : — Dacă e > este fixat și dacă fe L, verifică (») intr-un punct l e [ e] și are proprietatea că seria f(ns + ' ) este uniform convergentă pe intervalul [ , e], atunci «eu ( -n \ Л f(ne +(„)=—- v p £ I —— lexp ( z ne~U s со \ / (teorema lui Polsson de însumare) Această relație arată că suma in puncte echidistante cu e pe axa timpului este egală cu suma f in alte puncte echidistante cu -pe axa frecvențelor, fapt seriei valorilor lui f seriei valorilor lui utilizat în analiza spectrală Fourier Reamintim de asemenea că dacă f :[a, b]—» oo contribuția lui f(f) in integrală este anihilată de oscilațiile din ce în ce mal rapide ale lui sin ы t și cos sin uta = i Sa ( “e Sa ( „> с(ы + ) — a(w — O(|) - " Sa (“oO — — / o - a(t + t ) + a( - a(t - /„), t > e “•'ст( , ш > O t li TC " t» + i’ ig + i ,Zo>° ) - — w/oSa j —j[—e( O j ы + Ы —j • sgn cu w (a ® ■ o ■[ + *>o) — a(b) — «o,,)] — cos/ b> - • e o “o Se remarcă faptul că în această listă este ilustrată și formula de inversare Ar fi instructivă indicarea graficelor funcțiilor date și recomandăm cititorului acest lucru Ulterior vom da lista principalelor proprietăți de calcul ale transformării Fourier și vom adăuga noi perechi de transformate (f, S'j); pentru o prezentare unitară, cadrul spațiului У' al distribuțiilor temperare este cel mai potrivit Legătura între transformările Laplace și Fourier Fixăm o funcție Уe £ astfel incit integrala Д«) = ГЛО e-" dt Jo să fie absolut convergentă pentru cel puțin o valoare a lui s = a + jw și notăm prin cf marginea inferioară a numerelor reale a corespunzătoare Pentru orice «>cz, integrala C U(t)e-“ cz, rezultă ,a+jo° Л = — v p I Дя) e^'ds, — U] -a—joo /■a+jeo x+jR unde prin v p i se înțelege lim ) Conform teoremei lui - a—joo Я-^оо Ja jR Cauchy integrala este independentă de a Am obținut astfel: Teorema II (formula de inversare Mellin-Fourier pentru transformarea Laplace) Dacă fe £ și dacă a> c,, atunci în orice punct t, unde f satisface condiția (*), are loc formula f(t) = v p ( F(s) e*‘ d î ( ) “ nj Ja joo în practică această formulă nu este foarte avantajoasă, deoarece conduce la o integrală cu parametru, dificil de calculat cu metode numerice; în schimb, formula Mellin-Fourier are consecințe teoretice remarcabile Corolarul Dacă f,ge Q, cf, cg F(s) Presupunem că funcția F(s) admite o prelungire olomorfă (unică) în , atunci are loc relația ЯП ( ) în orice punct t, unde funcția f verifică condiția (*) Demonstrație Fie a> cf și presupunem că paralela prin punctul a la axa imaginară intersectează cereul | s| = Rn în punctele a±jco„ Teorema reziduurilor pentru conturul orientat (A) -b (Г) din fig conduce la relația ( e“ F(s) ds= £ » *J J Făcînd n-^oo și aplicînd Ierna lui Iordan și relația ( ), rezultă relația din enunț Formula ( ) permite exprimarea funcției-original /e £ cu ajutorul singularităților transformatei ei Laplace Dacă F este o -P(s) funcție rațională, F(s) = ——- cu P, Q polinoame cu coeficienți Q(s) din C,grad Pcgrad Q, avînd polii ss cu multiplicitățile nl:, n, atunci formula ( ) devine M= ’ - Cp - )! unde apt (S - s*)p este partea principală a dezvoltării Laurent a lui P(s) în vecinătatea polului sk Aceasta este o formulă, adeseori utilizată, de recuperare a semnalului f de Fig Conturul de integrare utilizat in îudaită cfî s£ ciinQa^te ^X corolarul Rezultate de tip asimptotic Reamintim că dacă f, g -int funcții reale avînd un interval comun de definiție [А, со), se scrie f(t) = o(g(t)) pentru t -* oc dacă lim - — si f = (p) dacă există numere reale B, Jf, M> astfel încît |/(t) | B Dacă jfe D șiP(s) = este o funcție rațională cu polii slr s , , s„, atunci este evident că funcția-original f este de forma n s t fțt) = X -Pj(i)e cu polinoame Fie s,-,, polul cu partea reală *- maximă p, adică p = max Re sk Atunci /(t) = o(e'f) pentru orice X > p și are loc formula asimptotică /(t)~P,-(t)eV, «-> Există rezultate mai generale, valabile nu numai pentru funcții raționale Astfel, are loc următoarea teoremă a lui Wiener Teorema Fie f: IR -» П? o funcție original monoton crescătoare și pozitivă astfel încît să existe a > cu proprietatea că F — Sff poate fi prelungită olomorf în semiplanul Re s > (unde aj oo, adică — r l-*oo Se poate arăta că dacă /e £ satisface condiția (*) pentru orice t și F = jSf/este olomorfă în semiplanul Re$> a , cu excepția unui pol s de ordin к cu dezvoltarea Laureat de forma Cț atunci JV) = — -b și lini F(s) = , $ - ’ s~»oo u Rcs>oto r-,' ! - o(e“»!) pentru t-> со (fe- )! Astfel de formule asimptotice descriu funcția-original f în termeni de singularitatea lui S^/cu partea reală maximă; aceste descrieri pot fi utilizate îu studiul unor sisteme dinamice prin funcțiile lor de transfer Reamintim aici de asemenea teorema clasică a lui Paley : Dacă F este o funcție olomorfă în Re > « , lim F(s) — și S-+QQ Re$>a ( Ffa - jw) | d a , atunci (V)te R și *— -«+ІОО (V) a> a , integrala f(t) — — l F(s)es( ds există, este independentă Tțj Ja-jco de ’j și, în plus, feQ și = F (în semiplanul a > a ) Acest rezultat caracterizează funcțiile olomorfe de forma £Cf cafe £ Transformarea Fourier pentru semnale din L, Fie C°(R) mulțimea funcțiilor continue R-»(D, mărginite și tînzind la zero spre -oo și —oo Teorema II arată că transformarea Fourier C°(R), f»Ff este un operator liniar ; acest operator nu este surjectiv și nu are valori doar în astfel, luînd ,f(t) = e~‘o(t)e Lv avem Ff( = \ /(Off ( dt, (V)/, ge L și se poate defini conver- gența în norma dinL : dacă/„, f e L , , se spune că f sau echi- valent f= l î m /„ (limită în medie pătratică) dacă lim ||jn — Ди = «-+OO W-+OO Fie atunci f e L fixată; pentru orice T> se notează trunchierea lui f: A(t) = IX* + T)- a(t - c T Atunci fT e Lj și are sens F/r( L , /(t)^F(M) astfel definit se numește transformarea Fourier directă a semnalelor din L Se poate defini de asemenea operatorul r T : L - L , J(t) — I î m \ J(t) e^' dt, -Jf care admite și o inversă : ДО = d C°° e’“(- ■ /■>( O demonstrație а acestor formule poate fi găsită in [ ] Din prima din aceste formule se observă ă dacă feLlr adică /’еЦПЦ atunci se poale deriva sub integrală in raport cu cu și rezultă F/co) dz> adică tocmai formula ( ) de definiție □ transformatei Fourier pentru f privit in L, Reținem așadar că notația fy are semnificații deosebite pentru (еЦ sau f e L și acestea coincid dacă f e Lj fi t(U, (у) T> , t J-T și Irecind la l i m , rezultă ly(o>) = ~F ?(*>), tocmai ceea ce trebuia Relația ( ) se idilizează de obicei astfel : ducă ? — /у, atunci l' atunci F,(o» = -— - adică Ae—и, ), <>o + І“ ы + jo> tB + Jl ■te > D- b) Un exemplu remarcabil se obține pornind de ia A [ deci din ( ) rezultă A — „ > , ■de unde Șa(w о(ы -г ы ) — ст(со— oj ) o># > Această corespondență li mp-frecvență arată că semnalul de forma funcției de e> itio-nare Sa este semnalul elementar cu spectrul constant egal cu în ( — co , co ) și nul in rest, fapt utilizat curent in teria comunicațiilor Multiplicatori în L Un aspect important legat de transformarea Fourier în L se refera Ia multiplicatori Reamintim că se numește multiplicator al unui semnal Ft din L orice funcție H : IR—>(E astfel încît produsulFj• Haparținelui L Interpretarea fizică este clară: fiind dat un semnal de intrare F Vco) de energie finită, a găsi un multiplicator al acestuia revine la a găsi un sistem avînd factorul de transfer H(m), cu proprietatea că semnalul de ieșire corespunzător F (m) — F,f L , F*-+F-H este liniar, mărginit cu norma egală cu ||- ]|oo și invariant în timp Reamintim că o funcție f :R->C se numește esențialmente mărginită dacă ll/iloo = esssup|f(®) !=inf {m| ]f(x) | $ m pentru aproape toți xe R fixat, corespunde defazorului ideal din teoria semnalelor Presupunem că /,(()—►/•'j(co) Semnalul f (t) = f,(t —/„) are evident proprietatea că deci defazorul ideal transformă un semnal fjțl) în translatatul cu t la dreapta Din nou, І(ы) = e—nu are preimagine în L„ (căci e— L ), dar va avea in distribuții, anume (t — t ) ) Multiplicatorul /(o>) = — ptsgnco corespunde defazorului ideal cu —— Acesta nu are preimagine în L și vom vedea că în domeniul timp, acest multiplicator revine / la convoluția dintre un semnal f^l) și distribuția VP I-J Vom vedea de asemenea că acest ni litiplicator este strins legat de transformarea Hilbert ) Zdultiplicatoril avind preimagine in L, se mai numesc regulați Exemplele anterioare s i referit la multiplicatori singulari sau ideali Dăm un exemplu de multiplicator cdo regulat, luind Я(ы) = ) - о(ы — c> ), ы > , cu prejma gin ea -— Sa(«oi) [confirm observației bl]; operația corespunzătoare din domcniul-timp esle convoluția dintre funcția de eșantionare Sa și semnalul de intrare Un alt multi- plicator regulat utilizat in mod curent in teoria sistemelor este Н(ы) = - , unde s=jw I' psir t polinoame in s = a + jco, cu grad Q grad și Q avind rădăcinile situ- ate : semiplanul a = Re s oo împreună cu toate derivatele, mai repede decît orice putere a lui /t; se verifică imediat că o funcție f: R—> , funcția P(t) -/‘"'(t) este mărginită pe R Evident, У este un spațiu vectorial complex și au loc incluziunile © с У c continue prin șiruri (v § ) De asemenea, a Lj și c L deoarece dacă /е У, atunci f este măsurabilă și există Jf‘> constant astfel încît |( o, pUT) =F -/'‘’WllvJe Teorema a) Derivarea, înmulțirea cu orice polinom fixat și înmulțirea ou o funcție din & sînt operatori liniari continui У ; b) transformarea Fourier & : &-> , f*->Ff, F,( Q care sînt de clasă C și sînt temperate, împreună cu toate derivatele lor Reamintim că o funcție ф : R->C se numește temperată (sau cu creștere cel mult polinomială) dacă există o constantă HI > și к > astfel încît !ф(/)| pentru orice jt | suficient de mare Exemple tipice de multiplicatori în У sînt ф(і) = cos t , фчі) = sin t , pob-noamele etc § Transformarea Hilbert a seinnalelor-îuncție din L Fixăm К : R->(C o funcție din L , pe care o numim nucleu I ema Dacă transformata Fourier a lui K(t) este esențialmente mărginită, atunci pentru orice fe L, p L există Sf(t) = ( f(f — u) ■ Щи) du, (V) fe (R j— și este definit un operator H'- L ->L , mărginit în norma din It Demonstrație Conform ipotezei FK(w)e L«> șifieJf=esssup'-F/ (w) Pentru transformate Fourier are loc atunci relația deoarece Hf=K*f Deoarece operatorul Fourier păstrează normele, rezultă |] HyllaC Jf||/|| Deoarece Lj n L ” este dens în L , TLf se extinde la un operator mărginit L ~*L Lema Presupunem că funcția К satisface în plus condițiile următoare : ) W)| , dacă |t| - g(f) e-j“‘dt I I J I ІЛ Conform con- diției ) rezultă g{t) e-j“‘dt = ( л ff(t) (e i“‘ - ) dt, , W deci conform eu ) avem IAI^ HI !?( |di - Pentru a evalua I punem г = —, deci e“jBt = — Avem СО lim U та integrală din membrul al doilea se majorează prin \g(t - г) - g(t) | di și cum = — , rezultă, conform ipotezei ) aplicate lui g, că Ы această integrală este mărginită de cM Deoarece J’/co) — I + I,, rezultă |P,(co)| notăm Hf zW = \ f(t— u) K(u) du Atunci există H,(t) = lim ZZ/t L , f*->Hf Demonstrație Observăm că dacă ДЕ este operatorul de e-dilatare [definit prin (Aef)( =/(e Și dacă T = K* este operatorul de convoluție cu nucleul K, atunci A“’o Т=Д este operatorul de convoluție cu funcția— К Această ultimă funcție satisface de £ \ £ / asemenea condițiile ), ), cu aceleași constante Notînd Kff) = = zKtst), conform lemei , funcția s, q , dacă |«| , cîte un operator mărginit Lj->L care asociază oricărei funcții f e L funcția SCO - f(t — и) gt(u) dw = i f(t— u) Щи) du —oo -*[w >c Demonstrația se încheie observînd că Q) fiind dens în L , putem presupune că f e și atunci ( = /( |>г [f( — u) — fțțY] Щи) du conform cu ); prima integrală este funcție din L (convoluție a unei funcții /fcL, cu o funcție din Q) iar cea de-a doua integrală are suport compact și converge uniform în raport cu t pentiu e-> , deoarece/fiind derivabilă, avem |/(t — u) — f(t) | în concluzie, funcția IIf E converge în norma din L pentru s-> Exemplu Exemplul tipic de funcție-nucieu satisfăcând condițiile ), ) este K(l) = —-■ le K\{ } In acest caz slnt îndeplinite condițiile teoremei , și deci pentru orice funcție fel ,, sc poate introduce funcția II t din L , definită prin f l'(t ~ л ( °° f(l~ ) Ilf(t) = — Hm \ - du = —v p I -du = ~ s- oJțm|>s u ~ J—OO -oo * - Dacă feL;, această funcție poate să nu aparțină lui I , ; de aceea cadrul natural al teoriei transformării Hilbert este L„ Definiție Pentru orice semnal / e L , semnalul H, e Ъг definit prin Hz(f ) = - — v p Г d r = — v p (“ f(t ~ ц) d« ( ) J—oo Г ~~ t -ос tt se numește transformata Hilbert a lui f Operatorul № : L -*L , f-t-II, se numește transformarea Hilbert ІП fjșj Observații Indicăm succint o altă direcție de cercetare care a impus studiul transformării Hilbert l'ie : ffi—IR o funcție din I , derivabilă, cu valori reale și satisfăcind condițiile teoremei II ), (b) Introducem notațiile (* (■“ «( ) = \ f(t) cos cot di, b(w) = —\ f(t) sin cot dt ( ) “ V — oo J — со Atunci conform formulei ( ) se obține /•(() = -L v p ( e’o ) cos o>t + ft( du J- ГЛ — lim \ ~ Л-оо Jo /■(n)sin (u — liceu = г °° — cos A(u — t) , = —■ lim \ f(u) ■ - Js “ — lim ” £-> ,E> f(ț + Ц) u C°°fU+u) du - \ J, г f(t-u) — lim \ - e-» , s> J „ >E du — Așadar, s(t) = —H/ft) Similar se probează că f(t) = Ha(t) și funcțiile f, se numesc conju , Jo z e L es^ un iz°~ morj'ism (L-liniar unitar (adică păstrează produsele scalare) și în plus УС- = —id ; în particular, JT- = — și ,>f = id (b) Pentru orice feL , au loc relațiile HAt) = - VP f(l) = ——Hf* VP -• - t Tt t ic) Transformata Fourier a lui Hf este egală cw j • sgn ы-F/w), Je L (d) Dacă s > , atunci H о Де = Д, o și dacă г și f e L , atunci (Но Де)/(() = H(jf(st)) = f /(et — eu) r f(zt — eu) , , = —v-P-\ du = — hm \ du și notmd t: J-oo u tt s->o,e>oJ|B >, и eu = v, rezultă (НоД,)/(() = — lini С Лg O ) Detalii de demonstrație pot fi găsite în [ , ] în § am indicat caracterizarea operatorului de convoluție printre operatorii liniari continui sau anume ca fiind invariant la translații în timp (teoremele II și II ) Există o caracterizare a operatorului Hilbert printre operatorii liniari mărginiți L ->L , anume este singurul operator (pînă la un scalar multiplicativ) care comută cu translațiile cu simetriile și cu -dilatările [ ] l om da mai tîrziu unele aplicații fizice ale transformării Hilbert și vom studia analogul ei discret C TRANSFORMĂRI INTEGRALE ALE DISTRIBUȚIILOR Multe din clasele uzuale de funcții (de exemplu Lî , funcțiile temperate etc ) pot fi privite ca distribuții, iar cadrul distribuțional este cel firesc pentru teoria transformării Fourier, nu numai pentru matematician Funcțiile constante, funcțiile în scară, polinoamele, semnalul unitate g etc nu aparțin nici lui L ; nici lui L și nici lui Sf deci transformarea Fourier a lor nu există în sensul uzual al formulei ( ) De exemplu, pentru orice R > avem \ a(t) e “' df = -— J-R j oo nu există Totuși astfel de funcții apar frecvent in considerații teoretice sau practice, apar în natură și se cer prelucrate matematic Dacă primul gînd ar fi să renunțăm la a le îngloba în circuitul analizei spectrale, următorul gînd este de a încerca o lărgire a cadrului definiției transformării Fourier, părăsind punctul de vedere al formulei ( ) Sensul deplin al conceptului de semnal și de transformare Fourier se obține prin considerarea dualului spațiului У § Noțiunea generală de semnal; transformarea Fourier in У' Definiție Se numesc distribuții temperate funcționalele liniare și continue (prin șiruri) și se notează cu У” spațiul C-liniar al distribuțiilor temperate Deoarece ) este un subspațiu dens al lui У, rezultă că У i de distribuții din Sf' are proprietatea că există lim pentru orice e У, alunei asocierea У —> Q іт este o distribuție din У'] (b) Următoarele operații sînt aplicații (^-liniare și continue У-гУ : — derivarea de orice ordin n> (dacă fe , atunci D"/e У'); — schimbarea de variabilă afină {daca f с У' și a, b sînt con st ante reale sau complexe, a/ , atunci f{at f- b)e Sf'i; — înmulțirea cu funcții de clasă C , temperate (c) Multiplicatorii în ” sînt exact funcțiile de clasă C°°, temperate împreună cu derivatele lor (ca și multiplicatorii în } ' ( ) Orice distribuție temperată are ordin finit (e) Pentru orice distribuție temperată fe ' există o funcție continuă și temperată li: R—>(£ și un număr întreg я > O astfel incit f = D”A J Demonstrația completă poate fi găsită în [ , ] Punctul (e) indică structura distribuțiilor temperate, ca fiind tocmai derivatele distribui ionale ale funcțiilor continue temperate Se poate dealtfel arata că ' este într-un anumit sens cel mai mic spațiu de distribuții care conține funcțiile continue temperate, în care este posibilă derivarea De exemplu, considerînd funcția continuă și temperată f(t) = t a(t), atunci g =/', =/", (t» = D(*+»/, к > , sînt distribuții din У' Exemple Dăm o listă de distribuții temperate, din care va reieși importanța practică a acestei noțiuni, alături de disponibilitățile teoretice și de calcul subliniate în teorema II a) Orice funcție temperată f :К-»Ф aparține lui ” Într-adevăr există Л/ > n> astfel incit !/■( astfel incit | l, PF este o distribuție temperată d) Fie {oi}j un numere reale sau complexe astfel incit să existe M> , O cu proprietățile că|a*|^M|A-'₽, ( )ke L Dacă notăm cu f(t) suma seriei de distribuții V ak (t — k), atunci fe^'(intr-adevăr, (y) | = м£ !fcP?(Ă’b leZ , *eZ у • In , atunci oo) Dar distribuția f = exp k - (f — A') nu aparține lui fc> Convoluția distribuțiilor temperate O întrebare firească este următoarea,: dacă f și g sînt distribuții temperate, în ce condiții există distribuția f*g și este temperată? Răspunsul este afirmativ în cîteva situații [ ] : — Dacă una din distribuții, de exemplu g, are suport compact, atunci f*ge ' ; în plus = = , (V) e — Dacă /, g au suport pozitiv, atunci f*g e etc Putem da acum conceptul cel mai general acceptabil de semnal, cuprinzînd toate cazurile particulare semnificative Definiție Se numește semnal orice element din ' Semnalele de acest tip se mai numesc deterministice Funcțiile din L , Lg, , polinoamele de orice grad, funcțiile continue temperate, a, , (t’ etc sînt semnale în accepțiunea anterioară Așa cum am mai remarcat, spațiul -У' are disponibilități corespunzătoare prelucrării semnalelor (teorema ), dar proprietatea principală se referă la trasformarea Fourier în ’, studiată în paragraful următor Transformarea Fourier a distribuțiilor din ' Dacă/e ^', primul gînd în definirea transformării Fourier a lui / ar fi de considerat , dar această operație nu are sens, deoarece funcția nu aparține lui Se numește transformare Fourier directă a unui semnal fe ' distribuția F[/] definită prin = este o funcție-test, atunci rOO -OO - (J’Xco) ( = \ )e-J«'d , •'— •'— •'— ceea ce sugerează definiția ( ) Sensul cuvintului „formal” este acela că dacă = (căci altfel, F^ar fi funcție analitică cu suport compact I), deci Q nu este un spațiu bun de funcții-test pentru a defini transformarea Fourier Dar dacă F[f] este un izomorfism (C-liniar și sînt con- tinue în plus, F [/] este distribuția definită prin = , (V) *’ De asemenea se verifică imediat că operatorul F : £F'->- y>' esteC-liniar și continuu Definind F^f/] ca mai sus, asocierea />->F [/] este o aplicație (E-liniară și continuă £F'-> SF' Este suficient de probat că F [F[/]] =f și FțF' [/]]=/, (V)/e У" ; se observă însă că aceste relații au loc (V)/e SF, iar У' este dens în У' Trebuie reținut totodată că (V)/ e SF', F[F[/]] = nf Proprietățile principale ale transformării Fourier în У' sînt concentrate în Teorema П a) Pentru orice f e SF' și (V)n> O, D”F[/] = = F[(-j/m F[D"/] = (jco)”F[!/] ; b) F[f(t - i )] = e-i^Ftf], F[№ + = = = = = «/( , Similar, dacă/ ^'și F[/] e S', atunci distribuția / este regulată Exemple, a) Dacă este o funcție temperată, atunci a(R — |f[)f(f)-> y' pentru R—» oo și folosind continuitatea transformării Fourier in Sf', rezultă formula ГК Fz(m) = lim \ f(l) e M dl în " ( ) ( ) = тг (о> - io,); ( ) într-adevăr, aplicînd ( ) și observînd că sin F(co—a ) c>““! e- ) ) pentru R—>oo Cum © este dens în , ( ) în particular, F [sgn l]'= F[a — a] = — j VP — și, prin inversare, o> F TF- VP —KJ Sgn ] = (-jo>)t, F[ (l - l )] = e-J» ® , F [l*] = «*)(“) F- ['*!= -^ (o>), (v)Ă> , (v)loeiR d) Distribuția f(t) — У S(t — nT)i Ti> O, are transformata Fourier «sZ ЛЛ(О)= £ sL-JȘî »eZ \ J / ( ) fapt utilizat In probleme de eșantionare într-adevăr, conform cu ( ), W = £ - nTj] («)> £ e->TuF[ = £ е-і’Га= я eZ яе «g -ș s «eZ \ Aceste exemple se adaugă la tabelul dat la Se probează fără dificultate că pentru f(t) = cos b>of, и > , avem P [/]( ) = rr [S( O, Р[/](ы) = — [S(co — coa) -* ( ), atunci f(al+b), a, b constante, a^tO, are transformata — e » f[ —) , iar semnalul modulat in ampli- |a| \ a J tudine f(l) cos > , are spectrul - [F(w - «,) + F(o> + coo)] § Transformarea Laplace a distribuțiilor în anumite considerații, transformarea Laplace (definită în § pentru clasă suficient de restrictivă, anume £ ) trebuie extinsă la distribuții; această extindere este utilizată, de exemplu, în studiul ecuației undelor [ ] Definiție Fie spațiul distribuțiilor f e nule în intervalul ( —со, ) astfel încît să existe ae [R cu proprietatea că g{t) — — /( e~a> aparține lui У', oricare ar fi a > a Pentru orice distri- bnție fe S)'\ se numește transformata Laplace a lui f distribuția temperată l\s) definită prin F(s) = F[ ](w), = a + jo Se mai scrie F = &[f] sau f(t)-^F(s), a > a Dacă f este o distribuție regulată (asociată unei funcții din £ ) atunci g este de asemenea regulată și F(s) = Г g(f)e~iatăt = Г /(Oe-* e->' dt = Г /(t)e-s‘ dt J-CO J-oo J- regăsind astfel definiția ( ) Dacă /(t)XF(s), atunci (— ( -^(*'( )> J(t)e’J ДГ(«-л), f(at)^-> — ■&(—Y a> , a \ a ) f(t - т)Ле—F(s), a(t) -, (і)Д , $ „ T)X^e-TS, -> ,Ь> , сг(і)еі“‘—> —etc s — jw Se poate arăta că distribuția F(s) = F[f(№~at] (w) este o funcție olomorfă de s = x ~ in semiplanul Re s> ct și se pot caracteriza funcțiile olomorfe de acest tip, obținîndu-se implicit o formulă de inversare [ ] Definiție Fie f :( , oo)->(E o funcție astfel incit |/(t)| t“fl dacă t > «u Jfj, Jf > și a , și P/(«)^P(s + a), a’ a e C și, în plus, dacăf'( este original, atunci—(s — )Р(з — ) în fine, dacă pentru t-> și pentru t->oo, atunci t/'(t)^— F(s) Exemplu Considerăm un circuit constind dlntr-o inductanță variabilă în timp L(t)= t și o rezistență constantă Л = Presupunem că tensiunea la capete este nulă pînă la un moment t = f > și vrem să determinăm curentul t(t) care apare după alimentarea cu tensiune o(t) Legile lui Kirchhoff conduc la ecuația d di v (Li) + Ri = t— + f, Dacă V(s) este transformata Mellin a lui v(t) și I(s) a lui i(l), t tB, obținem ecuația V(s) = = — sl(s) + I(s), deci I(s) = — ■ У - etc s — Ne oprim aici cu prezentarea transformărilor integrale ale funcțiilor și distribuțiilor Nu am făcut decît o introducere într-un capitol vast, din care am omis, printre altele, transformările Hankel (cu aplicații în probleme fizice cu simetrie axială), A-transformările (care au aplicații la rețele electrice cu parametri variabili) etc [ , ], după cum nu am tratat cazul multidimensional Aspecte de matematică discretă legată de transformările integrale vor fi discutate în capitolul următor BIBLIOGRAFIE A n t o s к, P, M к u s n s к i, J , S i к о г s к i R Teoria obobșcionnlh funJcfit Moscova, Mir, А г no d, V I Ecuații diferențiale ordinare București, Editura științifică și enciclopedică, В а n i c ă, C , S t ă n ă ș i ă, O Metode algebrice In teoria globală a spatiilor complexe București, Editura Academiei RSR, ; Londra, New York, J Wiley, ; Paris, Gauthler Vilars, В el tr a mi, E J , Wohlers, M R Distributions and the boundary values of analytic fuiictions New York, Academic press, Bre m e r m a n, H Distributions, complex variables and Fourier transforms, Massa-cbusetts, Addlson-Wesley, С r i s t e s c u, R Mari a esc ii, Gh Applications of the iheonj of distributions București, Editura Academiei RSH, ; Londra, New York, J Wiley, Franks, L E Signal theory Stvi Jersey, Prcntice Hali, G a v r i ă II Transient electromagnetic fields in the serromagnetic fields In : Revue Rouin de Sciences techniques, Electrot-Energ, , Nr , , pp G li elf and, I M , Ș i i o v, G E Les distributions I Paris, Dmiod, Gussi G h Itinerar tn analiza matematică București, Editura Albatros, Jurchescu, M Analiză complexă (note de curs), București, H a a n a y, A Ecuații diferențiale București, Editura didactică și pedagogică, И i e, E , Phillips, S R Funcțional analysts on semigroups Providencc, American math soc coli, publ , Henri ci, P Applied and computațional complex analysis П New York, Wiley Interscience, К n c a z e v, P N Integrabile preobrazovaniia, Minsk, Izd Visșaia șkola, Mas Io v, V P Operațional methods Moscova, Mir Publishers, Nico les cu, M Funcții reale fi clemente de analiză funcțională, București, Editura didactică și pedagogică, N u s s e n / v e I g, II M Causality and dispersion relations New York, Academic Press, P a e у R E A , Wi e n e r, N Fourier transforms in the complex domain New York, Amer Math soc , Schwart z, L Theorie des distributions Paris, Hermann, Stanomir, D Unele aspecte ale teoremei simetriei din teoria integralei Fourier în : Telecomunicații, Nr , , — Stanomir, D„ S t ă n ă ș â, O Elemente de teoria matematică a semnalelor București, Lit IPB, S t ă n ă ș ă, O Analiză matematică București, Lit IPB, Stein,E Singular integrals and differentiability properties of functions, Prînceton, Princeton, Univ Press, Șa b a c G h I Matematici speciale, II București Editura didactică și pedagogică, Teodorescu, N , O a r i u, V Ecuațiile fizicii matematice București, Editura didactică și pedagogică, V a d i ra ir o v, V S Obobfcionnte funkții v matemaliceskoi fizike Moscova, Nauka, Zemania n, A H Generalizcd integral transformalions New York, Interscience Publishers, CAPITOLUL т STUDIUL SEMNALELOR DISCRETE A TRANSFORMĂRI ALE SEMNALELOR DISCRETE Studiul reprezentărilor digitale (adică prin șiruri de numere sau simboluri) ale semnalelor a avut o dezvoltare impetuoasă în ultimul timp, prin obținerea unor algoritmi puternici de calcul în analiza spectrală, bazați pe concepte din domeniul frecvență Astfel, prin algoritmul de transformare Fourier rapidă (TFR) s-a obținut un instrument extrem de util în prelucrarea semnalelor în timp sau în frecvență, cu o viteză considerabilă de calcul, cu o reducere substanțială a numărului de operații și acest fapt explică de ce tehnicile de analiză Foiu’ier a semnalelor digitale au o aplicare largă în numeroase domenii ale tehnicii Semnalele discrete sînt de natură diferită și apar de exemplu în generatori discreți ai sistemelor de comandă, îu tehnica impulsurilor, în telefonie, în televiziune etc Ele apar eu deosebire în urma discretizării semnalelor analogice (de exemplu, prin eșantionare) în ultimul timp s-a obținut o perfecționare a modalităților de prelucrare a semnalelor, de estimare a parametrilor caracteristici ai lor, de interpolare a configurațiilor, cu aplicații dintre cele mai semnificative în teoria comunicațiilor, în acustică, radar, seismologie, recunoașterea formelor, biometrie etc Ca un fapt remarcabil, subliniem tendința actuală a cercetătorilor de a studia semnalele discrete prin ele însele și nu ca aproximări ale semnalelor coutinuale Același punct de vedere va fi adoptat în acest capitol, subliniind totuși unele avantaje metodologice ale studiului comparat în prima parte a acestui capitol, ne vom ocupa de prezentarea matematică a cîtorva clase de transformări ale semnalelor discrete, indicînd totodată aplicații ale lor Ideea rămîne aceeași din totdeauna, anume de a transforma un semnal-original într-unul mai maneabil, mai ușor controlabil, sau de a-i separa unele componente Transformarea este un instrument util în studiul proceselor liniare invariante în timp, discretizate Transformarea Fourier discretă stă la baza tuturor tehnicilor de prelucrare a semnalelor discrete, de transfer de date din domeniul timp în domeniul frecvență și invers Dacă în cazul semnalelor analogice sau continuate transformarea Fourier este în special un instrument teoretic, așa cum am văzut în cap II, în schimb în cazul discret prevalează calculul efectiv al ei și nu întîm-plător, succesul analizei Fourier se conjugă cu dezvoltarea extraordinară a tehnicii moderne de calcul Transformarea Hilbert discretă joacă de asemenea, un rol important în reprezentările olomorfe ale unor semnale și în filtrarea semnalelor § Clase remarcabile de semnale discrete Reamintim că se numește mulțime de momente (sau mulțime-timp) orice mulțime total ordonată (^, fiind un număr- întreg fixat, ST = Z, ST =■ [ C se poate identifica cu un șir de numere reale sau complexe a(i), te ST în cele mai multe aplicații, ST ='{ , , , Ar— } și atunci ж este bine determinat prin cele A eșantioane ж( ), ж( ), , ж(А— ) ale semnalului ж, sau = Z și atunci ж este determinat prin șirul componentelor (eșantioanelor) sale {жл}яег, xa = ж(п) în cele ce urmează, vom presupune că ST — TL și vom nota cu mulțimea tuturor semnalelor discrete x : Z C ; este evident că Sd este un spațiu vectorial peste (Г relativ la operațiile uzuale de adunare și înmulțire cu scalari, pe componente Exemple, (a) Semnalul discret treapta-unitate este a : TL—definit prin { , dacă n Pentru orice к e TL definim semnalul-impuls unitate la momentul k, k prin [ , dacă nbk, k(n) = l , dacă n = Л-; ( ) in particular, vom nota S in loc de Vom vedea că acest este un veritabil analog discret al distribuției și că nu există vreo confuzie în menținerea aceleiași notații în general, un șir {aB}»eZ de numere reale poate fi reprezentat grafic consîderind punctele (n, aB), n e Z Gu această convenție, semnalele a, Sj pot fi reprezentate ca in fig O formulă remarcabilă este cea de reprezentare a oricărui semnal discret ieSj prin impulsuri unitate * = £ ** S* • k=» —oo ( ) oo Demonstrația revine la a proba că x(n) = xk k(n), (y) n e ÎL, ceea ce A™—oo rezultă din ( ) și din convenția de notație x* = x(/c) к & L b) Un semnal discret sinusoidal este de forma xn = A cos (o>n -f- ), n e TL (A, ) • (c) Pentru orice funcție xi (R—»Iși pentru orice T> fixat (pas de eșantionare) se poate considera un semnal discret, de componente x„ = x(nT), n eTL (d) Se notează cu S+ subspațiul lui Ss al semnalelor x — {xn}ne L cu suport pozitiv, adică xB = pentru orice n se numește convoluta lui x și у semnalul discret oo x * ff = {z»), unde r„ = £ xt yn-*, n e TL k^—oo ( ) Convoluțla este evident comutativă Pentru orice h e Z fixat, semnalul x * Зд este definit pentru orice isS^și se numește tnttrzierea Iul x cu h momente; acest semnal are eșantioanele рся &}«б Vom nota cu Sm = Sa subspațiul semnalelor care au cel mult un număr finit de eșantioane nenule (numite și semnoie cu durată mărginită) Convoluțla x * g se poate defini prin formula ( ) dacă unul din semnalele x, у aparține lui SOT Pentru orice x e Sd avem x * = x ; de asemenea, Sj * i — j+;, (у) к, l & L (e) Se notează cu lj mulțimea acelor semnale discrete x e S, x = {r»}«eî cu pro-co prietatea că seria у а'я = S este absolut convergentă, adică seriile n=—oo neZ oo |x nl sint convergente ; se notează atunci ||x||i= |xn| Se știe că я> n=—со , are o structură de spațiu Banach (complex), oo Fie mulțimea acelor semnale discrete x = [xl(}neZ astfel incit seria я=—oo să fie absolut convergentă (numite și semnale de energic finită) Spațiul are o structură OO de spațiu Hilbert complex, relativ la produsul scalar = яѵ !/n (V)x У e la — oo со Dacă x e г, atunci I] x ||i = j I I se numește energia semnalului x Este evident că «=»—OO lj c l (dacă x e lp atunci x„ —t O pentru |n| -+ oo, deci există M> astfel incit |хя І^Л/, (у) n eZ ;atunci |x„|“ Sd Notăm cu hk, ke Z răspunsul sistemului la impulsul unitate aplicat la momentul c, deci hk = T( k) Semnalul H = ( ), adică II = h , se numește răspunsul-impuls al sistemului Pentru orice semnal de intrare xe Sd, răspunsul sistemului este у — T(x) și dacă xe Sffl, atunci din formula ( ) rezultă că t/ = T(x)*= (OO X oo £ I “ S adică dinamica sistemului este bine A«=> — co / â=— со determinată prin cunoașterea semnalelor hk, ke Z- Există un caz în care este suficientă cunoașterea lui H, anume cazul sistemelor T invariante în timp [cu proprietatea definitorie că ori de cîte ori у = T(x), rezultă у* Â = T(x* *), (V)k e L], unde are loc relația у = II* x într-adevăr, cum H = T(S), rezultă H* k = T( * k) = T( t) = hk Și У = £ a* »Я* £ xk k = H*x fe= —OO fcza— oo fi=»—OO Reținem că sistemele liniare discrete invariante iu timp sînt de tip convoluție, fapt care constituie analogul discret al teoremei П З, (b) Exemplu Fie un sistem cu răspunsul-impuls II > Z—> , , dacă n — , , dacă n — Un sistem liniar discret T : Ss->Sd se numește stabil dacă răspunsul sistemului la orice semnal mărginit este mărginit Dacă orice eșantion уя al unui semnal de ieșire у = T(x) depinde numai de eșantioanele xt ale intrării, cu к —>Sd este cauzal dacă și numai dacă II are suport pozitiv, iar dacă OO seria у | Ня | este convergentă, atunci sistemul este stabil — într-adevăr, pentru orice xe Sm alegem JI > astfel încît |жя'| și atunci | yn | = —OO Sistemul din exemplul precedent este cauzal și nestabil O proprietate fundamentală a sistemelor liniare discrete invariante în timp I cu X | II p | , p^TZ - De exemplu, п '-те dacă se consideră funcția , dacă ] w[Cu> , H(e>) = , dacă « [ Stf, cu proprietatea că pentru orice x — {«„} e Sd, eșantioanele yn ale semnalului de ieșire corespunzător у = F(x) verifică o relație de forma £ а Уп-і — ^ne Z’ cu a , aP, b„, ,bQ constante (reale sau complexe, ao#O) Așadar, ieșirea este una din soluțiile ecuației ( ); recunoaștem aici o ecuație cu diferențe finite, cu coeficienți constanți Printre metodele de rezolvare efectivă, este de subliniat metoda transformării c care va fi expusă în paragraful următor Ca în cazul ecuațiilor diferențiale, pentru determinarea unei soluții у a ecuației ( ) este necesară o informație suplimentară, de exemplu, cunoașterea a p eșantioane succesive ale lui y Un filtru nu este neapărat cauzal [de exemplu, filtrul definit prin relația yn — y„ = x,„ ?/ = , deoarece pentru intrarea ® = S, ieșirea у corespunzătoare are eșantioanele “ or(—« — )] ; de asemenea, filtrele nu sînt în general stabile deoarece filtrul definit prin y„— у„-г = xn, = face ca la intrarea a? = să cores pundă ieșirea yn = n a(n), ne Z, care nu constituie un semnal mărginit) Filtrele se clasifică în filtre cu răspuns-impuls finit (sau recur-sive) dacă П e Sm și filtre cu răspuns-impuls infinit dacă H ф Sm De exemplu, filtrul y„ — y„ = xn, yQ = are răspuns-impuls infinit Dar filtrele de tipul yn = £ bt ®n ;, neZ [luînd p = în ecuația - ( )] sînt recursive Filtrele digitale, ca și sistemele de tip convoluție, nu au doar semnificație teoretică, ci sînt utilizate pentru realizarea- efectivă a unor sisteme concrete [ , ] Semnale multidimensionale Se numește semnal discret n-di-n ori mensional orice aplicație s : Zx xZ C- în cele ce urmează, ne restrîngem la cazul n — Un semnal bidimensional este deci un șir dublu s = {smn}m,„e-z de numere reale sau complexe Pentru a pune în evidență un semnal bidimensional este suficient ca în fiecare nod (m, n) al rețelei plane formate de dreptele paralele Ia axe, duse prin punctele de coordonate întregi, să fie asociat cîte un număr Exemple de semnale bidimensionale se întîlnesc adesea Astfel, dacă se consideră un domeniu D din planul xOy și un pas de eșantionare T, orice funcție u(x, у), и : D->[R poate fi aproximată prin șirul dublu țumn}, unde u(mT, nT), dacă (mT, nT)e D, umn — altminteri Funcția и poate fi amplitudinea unei unde, o temperatură etc [ ] Noțiunile întîlnite în cazul unidimensional pot fi extinse fără dificultate Astfel, impulsul unitate bidimensional este definit prin = {Цси mo = j i , dacă m = și n = , altminteri, iar treapta-unitate bidimensională este definită prin a = {amn], , dacă m > , n > , altminteri Notăm mulțimea semnalelor discrete bidimensionale prin Se extind în mod natural conceptele de sistem discret [ca operator S (pas de eșantionare) Dacă ®(t), x : R—»(E este un semnal continua! ( analogic), atunci se poate asocia semnalul discret x*—{xn}nsn, xn = x(nT), care se poate exprima ca o serie de impulsuri modulate ®*(t) = S x(nT) (t— nT) și formal, conform cu II , transformata Laplace a semnalului x* este £ ®(nT)e-"r‘, adică V] x(nT)z~n, notînd e~Ta = z Aceste considerații sugerează definiția următoare Definiție Fie s = {«я}«ег un semnal discret astfel îneît seria formală Laurent de puteri an^~n să fie convergentă deci oo există zoe C, z ± , astfel îneît seria numerică £ anz^n să fie tJ=> — OO convergentă Se numește transformata z a lui s (sau z-transformata sau transformata Laplace discretă bilaterală a lui s) funcția complexă L, definită prin СО Д(г) = S a,»-" «■-OO Din teoria generală a funcțiilor complexe se știe că funcția Ls este olomorfă într-o coroană circulară centrată în origine Așa cum transformarea Laplace continuă, studiată în cap II, algebrizează unele clase de ecuații diferențiale, tot astfel transformarea z algebrizează unele clase de ecuații cu diferențe finite în cele ce urmează, vom considera transformările z unilaterale, pentru semnale din S+ (deci o„ = pentru n și £s (z) =~r, pentru z^O ; in particular £д(з) = în cazul semnalelor s din S+ transformata Laplace ig(:) = S ani~n este evident o funcție olomorfă in exteriorul unui cerc în particular, dacă notăm t = {!„}, t„ = ns„, atunci £/(z) = —z[L,(z)]’- Proprietățile principale ale transformării г sînt concentrate în Teorema III l (a) Asocierea s Ls este (L-liniară și injectivă (b) Dacă se S+, s = , atunci lim D, (z) = a (teorema x-*oo valorii inițiale) și dacă există lim an = , atunci lim — -ДО?) = l Я-+СО г-> % (teorema valorii finale) (c) Fie se S+, s = {an}»>o și funcția Le(z) olomorfă în domeniul |s| > R Pentru orice r> R, fie yr frontiera discului \ z\ r parcursă pozitiv o singură dată Atunci f a„ = —- \ zn~xLs(z) dz, n> ( ) тг] Jyr (teorema de inversare a z-transfor mării) (d) Dacă s,te S+, atunci s*te S+ și, în plus, Ls»t = Ls- Lt (teorema de convoluție) ( ) In particular, Ls*sk(z) = z~kLs(z), (Vfke L- Demonstrație, (a) Evident, Las + & = aLs - РД, pentru orice a, pe (E șis, te S+ Apoi dacă L = Lt, atunci rezultă că L,~t(z) = , pentru orice z din exteriorul unui cerc și din unicitatea dezvoltării Laurent, rezultă că toți coeficienții dezvoltării sînt nuli, deci s = t (b) Prima parte este evidentă și probăm teorema valorii finale Cum șirul s — {«„} este presupus convergent, acesta este mărginit, deci seria £ unz~n converge pentru |»j> Presupunem mai întîi »ă:O că l = Fixînd z> arbitrar, putem alege A’ astfel îneît | an | N Atunci pentru |г| > avem g ~ у «« я „iv+i г" ■ T г — , l„ n , deci lim -— • Д(г) = și aplicînd punctul (a), rezultă И : zn-lL,(z) = S k^o pe care o integrăm în lungul lui yr și rezultă formula ( ) Din teorema reziduurilor rezultă a„ — £ rez [г” Д( !)]^ suma fiind făcută după reziduurile corespunzătoare polilor situați în discul cu frontiere yr în practică se recomandă aplicarea acestei formule pentru м > , iar pentru n = , teorema valorii inițiale (d) Dacă «={«„}, t = {&„}, [atunci s*t~{c„}, unde c„ = = У atbn k Așadar, ftn —oo Д(г) • Д(г) = ( У anz~n) ( £ bnz'n) = £ cnz~n = LStt(z), л> я> «SsO conform regulii de înmulțire a seriilor absolut convergente Relația ( ) are loc în afara discului comun de convergență al seriilor de puteri asociate lui s și t Indicăm un tablou de s-transformate remarcabile de semnale din z(z + ) (« - )з ’ {«“}, ae (t> —— , {eon} *-> -у , z — a z — eo f £ z sin m» z{z — cos ы) z* — z cos a -> - o Observații ) O parte din rezultatele anterioare, de exemplu punctele (a), (c), (d) ale teoremei Ш , au loc pentru z-transformarea bilaterală și nu doar pentru semnale cu suport pozitiv De exemplu, dacă s e Sd are suport mărginit la stingă (ая= pentru n^X, N convenabil), atunci L,(z) = V — Dacă f = {J„’»e , bn=a„ t, adică neH " t = s* t, atunci Lt(z) = £ "V = j deci zfcL (z) = = Ls(z); așadar, «eTL z neTL neTL Lt(z) = z~kL,(z), fapt care rezultă de asemenea din punctul (d) al teoremei anterioare ) Punctul (d) ai teoremei precedente afirmă că prin z-transformare, convoluția este Înlocuită cu produsul uzual ; există un rezultat dual i dacă s = {xn}, t = {y„} sînt semnale discrete cu z-transforrnatele X, Y, atunci Lr-t(z) = £ xnynz~n = ——- xnz~n ( У(о) un du = »e JY Г / z „ X M y(») — deci p do = «j i du L, t(z) = У(о)р du ( ) unde у este un cerc parcurs pozitiv, concentric cu coroana in care este definit У și situat in această coroană [ ] Similar, are loc relația De exemplu, dacă £t j(z) = -\ X(y) Y Ю o- du ( ) s = { яо(п)}, t = { “ , y(z) = L,(z) z pentru | z |> Atunci z - z nj J z — u l-du, p — (z I — I există p J numai pentru — u > , deci z # u, rezultă că Ls-l(z) = rez z z z — p u— ,-S - ‘O O consecință remarcabilă a rezultatului anterior este următoarea relație lip Parse-val) dacă s, t e la, atunci У хпУп = — f X(p) Y ( - ] o" do, ( , ) „e Z *J Jy \ ) unde у este un cerc situat In coroana în care sînt definite A'(o), У ți concentric cu aceasta într-adevăr, este suficient să aplicăm formula ( ) pentru z = și să observăm că dacă x = {xn} ți x = {xn}; atunci L~(z) = L^z), ceea ce rezultă direct din definiție- Exemple, (a) Fie ecuația x(t + ) — cx(t) = ( ), t eTZ, cu c constantă reală nenulă și determinăm soluția x e S+ Pentru t = — se obține x = și pentru = , xx = , apoi x = c etc Rezolvăm ecuația prin metoda transformării z, scriind-o sub forma echivalentă (x* S-i) — cx = , deunde-Z, (z) — cLz(z) = deciZ-X ) — -• z — c Formula ( ) dă = cl pentru t > Apoi x( ) = lim Lx(z) = г-*оо Mai general, considerăm un sistem discret descris printr-o ecuație vectorială de forma x(t - ) — A • x(t) = Bu(l) cu variabilele de stare x = [xx x xn]', A g Afn n(C), В g MH,m( o definit prin a = , ax = , an = aB - an pentru orice n> Facem convenția că an = pentru n sau dacă n n^n Determinăm semnalul у = {yn}M e ÎL In ipoteza că sistemul este iu repaus piuă la momentul inițial (deci ysS+) și se aplică semnalul de intrare x cu eșantioanele xn = , dacă n = - , , deei m ( - ) (г+ ) z»-l l'(z) - rez z”- • Y(z) Pentru n > avem «= - rez z«-i-Y(z) = lim «-» ¥f rez z"-by(z) z"-i ( )»-r = lim = t — — x —г(г~^)а - Așadar, pentru n > avem ijn = • în fine, pentru n — yv — = lim z) = lim O, conform teoremei valorii inițiale i- oo (z - ) (Z + ) v (d) Mai general, presupunem că avem o relație de tip ( ), cu x semnal discret fixat: r > jW=£Mn ’-*r)- S *P'ĂnT~ PT)>(V) n eZ ( ) = P= unde ap, sint constante reale sau complexe Schema sistemului dinamic de tip filtru digital, descris prin ecuația ( ) este indicată in fig unde > T @ ® simbolizează respectiv intirzierea de timp T, adunarea si multiplicarea Facem ipoteza că ar, у aparțin lui S+, adică x(n ') = O, y(n I) — O pentru n = Lu(z); presupunind că « = , relația ( ) se mai scrie £ ОрУ(пТ — pT) = £ pt r( nT — AT), paiO de unde rezultă Y(z) £ apz-® = X(z) £ Ptz-^, adică Y(z) = X(z)H(z) ( ) unde = ( S P*i fc) f S лр ~ѵ \A= }I \p^Q ( ) Funcția //(:) este numită uneori fiinctiadetransfer a filtrului; dacă x=S, deci A(z)=l, rezultă Y(z) = II(z) conform cu ( ), adică //(:) este z-transformata răspunsului-impuls Folosind dezvoltarea Laurent H(z) = У H„z~n, sistemul este cauzal dacă Hn=O »e (V)n unde xk = x(k) sînt eșantioanele semnalului Se numește transformata Fourier discretă (TFD) directă a lui x semnalul Fx = peste aceeași mulțime ST de momente, definit prin ni lt ■ ЛГ- — ЛГ- v* J fk = у xm e " = у xm TF*m, unde TF = e ( ) И «n- N-X Semnalul discret Fîx = , unde gt = — yj xm TI ,m, ■ІУ «n— se numește TFD inversă a lui x Se remarcă analogia definiției ( ) cu definiția ( ) din cap II, § a transformării Fourier pentru semnale continuate Considerăm matricea W = [ Ѵ*т]о Fx și F’ : Sa-♦ Sd, x*-+F;' Cu notațiile anterioare vom mai scrie {»„}-* {/*}, {«»»} -* {*/ - Lema Pentru orice k, le L avem y’jyf яг-ІЯ = І-У, к-l\N, Ло І altfel -(k-l) Demonstrație Evident, TF*“ • W”" = e și este suficient să observăm că dacă ? e (D, atunci -—, dacă —este întreg, — ee тГ} N altfel Lema rezultă aplicînd această relație pentru a = — д Observa)!! a) Funcțiile cA : ■>" IV*™, Oa£A m — урл-и pCntru orice m, keTL-, similar pentru jr Așadar, se poate considera de la Început că semnalele x : Э’—> atunci = fk}Q =o У, xmlVfcm, ceea ce rezultă din periodicitatea de perioadă Va m— „i—o semnalului x c) Există o legătură intre transformarea z și TFD, anume: fie x — { rm} JV- și convenim aici că xm = pentru m N, deci L^z) = xm~~m ■, se m= observă că FJ(A) = L^z) , deci pentru a calcula Fx(k), , este suficient să calculăm valorile transformatei z a lui xîn AT puncte echidistante de pe cercul unitate Spre deosebire de transformarea z, prin transformarea Fourier discretă se evidențiază o dualitate exactă între domeniile timp și frecvență, așa cum rezultă din Teorema III (a) Aplicațiile ^r~ : Sj - Sd sînt izomorfisme (C-Uniare inverse unul altuia (b) Orice semnal discret este bine determinat prin cunoașterea transformării sale Fourier discrete (c) Fie x ^y, x = și у — • Presupunem că toate eșantioanele xm sînt numere reale și că A este par Atunci fN = fN , pentru orice r, relație se probează similar (b) rezultă direct diu (a), fiind o parafrazare a faptului că dacă xe Sd și у = Fx, atunci x = F~' (c) Conform ipotezei, avem fk = £ ®п, Глт și avem de arătat w-i y i că £ xm ■ TJA = £ xm in=Q wt= faptul că TP'm = Pentru r = se obține că ceea ce rezultă din Jjr = Л', deci/jv este real Legătura cuconvoluția și eu corelația Fie x = [a xk У = [?/( yL yw t]' două semnale discrete, prelungite prin periodicitate de perioadă F Iteamintim că se numește convoluție (respectiv corelație) a lui x și у semnalul л’* / = (res- pectiv x î y\— {гт}о =o Deci к fiind arbitrar, Os^k^F— , rezultă Fx*v =FX-FU, cu convenția uzuală de a înmulți semnalele pe componente Celelalte relații se probează în mod similar ; ultimele două relații din (a) și (b) se pot deduce din cele precedente și din teorema ПІ , (a) Corolarul Dacă x, у sînt semnale discrete, atunci x-y = și x* у ^F-^F^F,) N Corolarul (Parseval) Fie x, — {A}o Л = {flWo IR și Fx = transformatele lor Fourier dis- U-l N— U-l N-l E ^ = E /гл Е^=ЕІЛІ - ( ) p= л=о p= a=o Demonstrație Fie z = x* y, deci Ft{k) = F?(k} • Fv(k) = A Л = — pentruOdCiV- Dar zra=—£ F (k) W~km pentru N Л k-o orice me L, deci conform cu ( ); rezultă N-l N-l E = E />=о л=о Pentru m = și apoi pentru у = x se obțin formulele ( ) Exemplu Fie A'= , я = [ — ]' și //=[ ]' semnale periodice de «j perioadă în acest caz W = e = — j Calculăm Fx, Fv, z - x » у și i = x» y Con- formcu ( ) avem Fx = [/'оД/і f ]', unde f* = E = xo +xi(—І)*+* (-U* + m«a + x jfc= + (-j)* + (- ) * , deci Fx=[l -j - +iJ' și, similar, Fv = = [ffo •»— Fv=[ + j - - j]' Se putea de asemenea folosi relația ( ) Aplicăm apoi ( ) și rezultă z = = Izo "i zî гз]' = (- — “ '« s = -Г ~ — T T І • Fig Reprezentarea (prin puncte X) a valorilor semnalelor r și ij, periodice, de perioadă § Transformarea Hilbert discretă Adeseori în aplicarea tehnicilor de analiză Fourier este utilă explicitarea relațiilor între părțile reale și imaginare (sau între modulele și fazele) transformatelor Fourier ale semnalelor ; acestea sînt numite de obicei relații de transformare Hilbert în cap II am prezentat principalele proprietăți ale transformării Hilbert a semnalelor continuate ; pentru studiul cazului discret nu este posibilă o analogie directă și sînt necesare, unele pregătiri Pentru orice semnal discret x = vom nota x ■partea para a lui x, ( ) x(l> , partea impară a Iui x Dacă xe S+ (adică xn = pentru n , dacă n = , , dacă n O, dacă n O, ■ , dacă n = O, O, dacă n ) = £z(ei“), (V)ojeR Fie и = ReFx, v = Tm Fx, deci Fx = и -p jt Atunci Г FX - + „eTL * L — i^( ) W> p—j«w + X xn -— = ѣ Xn cos nw, h>i n>° deci conform cu ( ), ■Fx , și notăm Я( n=—oo adică Я(ы) este transformata Fourier de tip ( ) așirului și cum и = Fx(P), iar transformata Fourier a șirului {г>„г"п} este funcția f ( + r~x e~jtdt) nj 'с — r e i“ t dt C fiind cercul unitate parcurs în sens pozitiv o singură dată Astfel, punînd t — ei , se obține U(u>) = -— ( u(ei°) • k ’ n j(O-co) — Z ’ ф(Ѳ — ) Această formulă dă expresia lui Lx(z) pentru \z\ = r > l,în termeni de partea reală a lui Lxțz) pentru |«| = Trecînd la limită r-»l, r > , rezultă v(co) = Im Я(со) = — v p ( «(e ’ ) • ctg — — dco ( ) tt J n (unde valoarea principală se referă la singularitatea O = o a inte-grandului) Similar se poate arăta că w(to) = Ее Я(со) = x ~ v p ( ®(e’ ) • ctg ~ d ( ) Eeamiutim că în discuția precedentă am presupus că domeniul de convergență al seriei care definește Lx(z) cuprinde cercul unitate (ceea ce este asigurat prin ipoteza xe S+nlJ Definiție Pentru orice funcție continuă g : R-^R, periodică de perioadă л, se numește transformată Hilbert a lui g funcția H : R -> R definită prin H,( ale oricărui semnal x e S+ n li Condiția de fază minimă Am văzut că «-transformata unui semnal discret x din S+ n lx este determinată peste tot dacă se cunoaște partea reală sau imaginară a ei pe cercul unitate Studiem acum recuperarea aceleiași «-transformate din cunoașterea modulului (mărimea spectrului semnalului) sau fazei ei tot pe cercul unitate [i ]• Fie Lx{z) = p(s)ei“W, unde a(«) este o ramură continuă a argumentului Presupunem că semnalul x verifică condiția de fază ■minimă, adică funcția H(«) =]n p(«)+ja(«), ( ) care constituie o ramură continuă a lui In Zs(«), este «-transformata unui șir {xn}ne i din S+nli cu valori reale; așadar H(«) = £ , n> % relația valabilă în afara unui disc centrat în origine cu raza r R, x — un semnal real cu JV eșantioane x„ — = x(n) Prelungim x prin periodicitate de perioadă N la Z, deci x poate fi interpretat ca un semnal discret periodic de perioadă N; vom presupune că semnalul x este cauzal, adică x„ = pentru N — ■ este impar, O, dacă к este par Fie F,={Ab^-i, Â = +î^ ,^SfOrmu- Е Ш Л lui x Atunci conform primei relații din ( ) rezulta x — x t și atunci Ur = — F(I )*Ft, aplicând teorema ІП З, (a) Așadar N N î , W* + К = — £ ‘ * nOtln Am probat astfel că din cunoașterea cantităților ut (respectiv C-V — , se recuperează complet Fr, deci a?; calculul efectiv poate utiliza algoritmul ТЕК, descris în cap VI Pentru orice semnal real у = {^„}о ®£Z> cu ря = Be ж„, qn = Ini șip = {pn\, q = {q,,}- Este evident că Г,(ю) = — [ОД-Ь*^)], Л(«) = - j- [ВД - K(- «)]• Diu condiția de cauzalitate rezultă direct că ЯД со) poate fi determinat dacă sînt cunoscute Fp(p>) sau F,(w), anume , dacă ne [ — тс, ), Fp(co), dacă o e [ , тс), și, similar, ^( = , dacă coe [— тс, ), jFs(w), dacă ) = = ± —- (mod tc) pentru orice coe R Pentru a explicita semnalul h — {h„\nS z în domeniul-timp astfel încît Fh = Я, aplicăm formula ( ), deci }> = — С H(co) e>w dco = — C jei'-« d ,unde = £ h„ k a>t, ( ) лег nu mit transformata Hilbert a lui ,r Se probează imediat că operatorul Hilbert Г astfel definii verifică proprietățile : (a) jf = — id (deci = — și jf = id); (b) q = II„ și p ==*— Hq [conform cu ( )]; (c) H rtt!l = Hx*y = iu condiții ușor de precizat Se observă analogia cu proprietățile din cazul semnalelor continuale (teorema ) Ne oprim aici cu considerațiile privind transformarea Hilbert discretă în cele de mai înainte, am stabilit o serie de relații pentru părțile reale și imaginare ale transformatelor Fourier ale unor semnale discrete, în trei cazuri distincte : pentru semnale cauzale din lx [formulele ( ), ( )], pentru semnale discrete periodice satisfăcând o condiție de cauzalitate specifică [formulele ( ), ( )] și pentru semnale complexe a? e lx astfel îneît l\(co) = pentru —~ (C care sînt periodice de perioadă tc, integrabile Lebesgue pe intervalul [—тс, тс]; se vor identifica orice două funcții care coincid a p Această mulțime arc o structură de spațiu Banach relativ la norma definită prin (v anexa ) IM = Г | (E periodice de perioadă tc de pătrat integrabil Acesta este un spațiu Hilbert relativ la produsul scalar = ( =( eLi(TT) Prezența literei ТГ se explică prin faptul că se notează de obicei Г = IR/ tcZ , mulțimea numerelor reale, în care se identifică între ele orice două numere reale care diferă printr-un multiplu întreg de tc ; această mulțime este în bijecție cu mulțimea numerelor complexe de modul (prin corespondența x >-> ei*) și se mai numește torul l-dimensional Funcțiile [R > (E periodice de perioadă tc pot fi identificate cu funcțiile arbitrare Г ->(£• Definiție Pentru orice semnal x e lx, x = {xn]ne i, se numește transformata Fourier directă (respectiv inversă) a lui x, funcția Fx: ТГ ->(£ (respectiv I-’" : ТГ—> ->Fx, = л în particular, ||F\>|| = / л|| ©|| șiP este aplicație i?yect; г«Ь ( Г)-> Afirmații similare sînt valabile pentru aplicația - Lema este un rezultat binecunoscut din teoria seriilor Fourier Lema (a) Dacă x e lv atunci F FX = x (b) Dacă o L (TT) și F^ e ln atunci F Ff = o Demonstrație, (a) Fie ? = Fx, deci n‘ conform cu wez ( ) și atunci l’-'(p) = А Г ?(t)e^ dt = ( e^' ( J а-„еН«Аі = tî j k t J-л \neZ / = —- £ хЛ еі(*“’*> , %аж„-> pentru n->oo și pentru —oo Vom nota mulțimea acestor semnale cu s; evident, s este un subspațiu vectorial al lui , (deoarece dacă x e s, atunci n x„ -> pentru | »[ -> oo) Șirul {е“"!}п г este un element din s Lema (a) Dacă o с C“ (ТГ), atunci Fv și F aparțin lui s, (b) Reciproc, dacă x e s, atunci Fx și F~} aparțin lui С°°( Г) Demonstrație С*(ТГ) reprezintă spațiul funcțiilor R -C de clasă C ’, periodice de perioadă л (a) Observăm mai întîi că dacă = Ff>, p > , rezultă că ” = (jn)p ж®, deci np xn = (V) n e Z- Dar j’ >₽) = ( ?(p’(f) e je( df -> pentru | n | -> oo Așadar, ж e s în mod similar se raționează pentru F, (b) Fie © — Fx, definit prin ( ) Cum șirul {яж„}я г aparține lui lj /căci x e s, deci п жв-> , adică [пж»| С°°('П' ) și : COT(ir)^-s sDd izomorfisme (L-liniare, inverse una alteia Demonstrație Liniaritatea este evidentă Conform lemei , (a), petru orice x es, avem FAFx = x Apoi conform lemei , (b), pentru deci ф = \ ( g(f) ăt = — — \ Nz(s) ^( ) ds ( ) -ГС] J j Pe de altă parte, dacă trelEf x — {^я}яег, atunci există N Ps(co) = l i m у x„ e t"“ (limită în norma din ) ( ) •v-’« n^-N și aparține lui L (TT) Notăm z = e’“, deci Ns(w) = Lx(z), |«| = Notăm = {Рг|же }с L (T) Pentru orice x, у e avem л Ir - У>= E х„Уп — г \ Л(») ■ ^(«) • — ds ( ) «e t:J J|s|ai S g Transformarea conformă definită prin tv = transformă г + semiplanul Вег> pe discul unitate |w| Teorema III [ ] Compunerea funcțiilor L —*Ф—> —> , и = о °^ este un izomorfism I , care conservă produsele scalare Demonstrație Este evident că aplicațiile L —*Ф, /»-* F'/șil i^"} ж EfSint C-liniareși surjective l)e asemenea aplicația f) este (C-liniară și surjectivă, deci и va avea aceeași proprietate Rărnîne de arătat injectivitatea lui u Fixăm (V)/, g e L ; conform formulei ( ) avem = -\ W ■ = ~r( FAW)- FAIV') âw = , j—joo ultima relație rezultind din ( ) Așadar, it conservă produsele scalare în particular, = și dacă u(f) = , f e L , atunci = , deci aplicația и este injectivă Observație Există și alte izomorfisme (C-liniare L,—> , (de exemplu cel tipic, prin care sc asociază oricărei funcții din L șirul coeficienților ei Fourier) Dar izomorfismul и din teorema III are o proprietate specifică, anume o legătură remarcabilă cu polinoamele Lagucrre ^ (cf [ ]) Fie f e și «(/) = { r,(}"e ( ) Alunei f( — Jj л'іРя(О> «ег ( ) unde x„ este definit prin ( ) Așadar, eșantioanele semnalului discret { t„)n pentru n > corespund dezvoltării Laguerre ( ) a lui f(t) Aplicație Dăm o aplicație a teoremei III care sugerează posibilitatea de a transfera în domeniul discret unele concepte fizice continuale si invers Convenim să numim filtru analogic (respectiv * p digital sau numeric) orice operator liniar continuu Ls —> La (respectiv l -^»l ) Un astfel de filtru se numește filtru invariant în timp dacă are loc implicația {f(t) g(t)} => {/(« + t) - g(t + ?)}, (V) т e OR, și respectiv { r y} => {a?n+t} {yn+k}, (V) к e Z De asemenea, filtrul P (respectiv p) se numește cauzal dacă {/(*) = pentru t {g(t) — pentru t {yn = pentru n -> p este bijectivă Dacă P este invariant în timp, atunci notînd cu h[t) răspunsul-impuls al filtrului P, rezultă că dacă fit) g(t), atunci g =f* h, deciF, = F} • Fft, adică (F,) = = Q(Ff)-H, adică u(f) — u(g)*F~\H), unde am notat Я = Fh Așadar, operatorul p : u(f) -> u(g) este de tip convoluție, deci este invariant în timp [conform demonstrației teoremei II , (a)] în fine, cauzalitatea lui p rezultă din cauzalitatea lui P § Studiu matematic al eșantionării semnalelor continuale Spații Hilhert cu nucleu reproducător Stabilim acum încă o legătură între semnale continuale și semnale discrete, legată de eșantionarea semnalelor care va fi studiată mai tîrziu Sînt necesare unele pregătiri Fie П un spațiu Hilbert (real sau complex) fixat Un șir { ! de elemente din H se zice total dacă orice element din H se aproximează in normă printr-o combinație liniară finită de ! se zice complet dacă ori de cîte ori feH și = О, (V) n > , se deduce că f = Reamintim ca relația clasică a lui Parseval arată că dacă este un șir ortonormal și dacă feH, atunci f e S dacă și numai dacă У |cA-| = ||/|| , unde cA = un șir ortonormal {?„}„>! este total dacă și numai dacă pentru orice element f e II avem X |сл I = j|/|| *> Lema Un șir de elemente dintr-un spațiu Hilbert H este complet dacă și numai dacă este total Demonstrație Folosind în prealabil procedeul Gram-Schmidt, putem presupune de la început că șirul este ortonormal Dacă {ф,,/я>і ar fi complet, fie feH, c* = , ,:> Conform inegalității lui Bessel avem X | ct | n, ||s„, {«„}»>! este șir Cauchy în H, deci converge către un element у e H Dar coeficienții Fourier ai lui у vor fi , deci / = y Rezultăastfel că s„ -+f și cum sn e S, atunci feS, deci șirul este total Invers, dacă șirul este total și dacă feH are proprietatea = , (V) , atunci toți coeficienții Fourier ai lui f relativ la șirul {ф„} sînt nuli și atunci, din relația lui Parseval, se deduce că H/Ц = , deci / = și în acest mod șirul {-ф„}я> complet Lema este probată Se știe că șirul de funcții ©„(t) = = ei"', n e TL, este ’ ‘ ]/ k ortonormal complet în L [ —tz, к] Considerăm șirul de rezultă un șir funcții ф„ : CR — L , I\ (со), care păs trează pro -• Insele scalare (conform teoremei ), rezultă că șirul de transformate {Гф„}„ г este de asemenea ortonormal și incomplet în L Xotăm cu II„ închiderea topologică a subspațiului liniar al lui L generat de funcțiile 'фп, n e Z- Desigur, H„ este un spațiu Hilbert (ca subspațiu închis al lui L ) O proprietate importantă a lui Лп est e aceea că are nucleu reproducător, de unde vor decurge consecințe remarcabile, culminînd cu o teoremă de eșantionare Dacă A este o mulțime oarecare și II este un spațiu Hilbert (complex) de funcții A->(E, relativ laun produs scalar , f, g e II, se spune că II are nucleu reproducător K(x,y),K dacă sint îndeplinite condițiile : ) pentru orice у e A, funcția Kv : A —> C definită prin Kv(x) = K(x, y) aparține lui II; ) pentru orice у g A și f e II, avem j\y) = fixăm o funcție continuă oe:R-*IR astfel încît ( dt = și supp a (y — e, у + e), deci , g L Definim atunci funcționalele liniare care sînt evident mărginite (deoarece | Tff) j - I l Și să folosim faptul'că f este continuă, ceea ce este asigurat prin ipoteză Din relația ( ) rezultă în particular că (yffeH există m > astfel încît | Tz(f) | Conform principiului mărginirii uniforme [ ], mulțimea de numere reale {|| Tt\\, e> } este majorată, deci există un număr Uf > astfel incit | Tff) | Făcînd s-> și folosind ( ), rezultă relația l№)| /(j), care este continuă conform relației ( ), deci conform teoremei lui Riesz de reprezentare a funcționalelor liniare continue pe un spațiu Hilbert, există și este unic un element Kv e Л astfel încît V = adică f(y) = pentru orice f e H Punînd K(x, y) — Kfx), se verifică evident condițiile din definiția nucleului reproducător pe H Lemn Fie H un spațiu Hilbert de funcții A -:-C, avînd nucleu reproducător К ; x ->C (a) Pentru orice x,y e A avem K(y, x) — Kfx, y) — (Kx, Ku) (b) Presupunem că un șir de elemente {«„}„>] din H converge în normă către и e H Vacă există M > astfel încît | K(y, y) • și conform inegalității lui Schwartz, rezultă |un(y) ~~ este arbitrar Iixat, atunci pentru orice n suficient de mare, ||u„— u|| = este echivalentă cu = , produsul scalar fiind obținut prin integrare pe intervalul [—тс, тс], conform definiției lui ф„ Dar șirul фя [-к, «j = , ne'Z, este complet, deci (g, Fițn> = pentru orice ne î±F"* lf? = O pe intervalul [—тс, тс] Șirul {Fd>n}„ez fiind total în II- el este complet (conform lemei ) și atunci va rezulta că H- — {ge Ij |F / = în afara intervalului [—тс, тс]} Așadar H„ este mulțimea funcțiilor ge L astfel încît să existe fe L -ii g — -f și/ = in afara intervalului [—тс, тс], deci în final coincide eu mulțimea funcțiilor de forma g(x) = С Л e~ixt cu fe La- ( ) în particular, fiecare funcție din H„ este o funcție continuă [R-> C și aplicînd lema , rezultă că spațiul H„ are nucleu reproducător Prin verificare directă a proprietăților ), ) se poate vedea că nucleul reproducător al lui - este sin тс(а? — у) n{x — у) , K(x, y) = dacă у x, dacă у — x, deci K(x, у) = sa (х — у), „sa” fiind funcția de eșantionare definită în formula ( ) Eăraîne de probat că șirul K„(t) = K(t, n), ne este ort onor mal complet în Hn Conform lemei , (a) avem pentru m, ne L \ vt \ s» f , dacă «#m, ( , daca n = m, deoarece sin p- = pentru orice pe" L- în fine, probăm completitudinea șirului Kn, ne TL Fie ge fixat astfel incit = pentru orice ne Z- Conform condiției ) avem (T un semnal din L [cu bandă măr- adică există f> astfel îneît funcția F^(w) = ginită de frecvență Atunci со t U \ x(t) = £ x — • sa [я ( /t - »)] n= -oo \ -J / ( ) Demonstrație Probăm mai întîi relația FT(w) = [«(«+/)- -/)] \Fx(v) * £ S(w - »/)] ( ) Folosind relația ( ), avem de verificat că fz(«) = S [»(“+/) — «(« —/)] ■ ^*«(“ ~ иЛ- Dacă | o | > f, atunci Fx(co) = conform ipotezei și de asemenea ст(ы -ț- /) — а(ы — /) = Pe de altă parte, dacă | ш | — nf) = și relația de demonstrat revine la Fx(v) = Fx(w) Identitatea ( ) fiind probată, aplicăm Fx} celor doi membri, folosind teorema (F~'FX — nx pentru x L ); se va obține n , , sin яЙ x ( , se poate considera numărul real Jfz(r) = sup|/(«)( și conform principiului maximului, acest supremum este atins chiar pe frontiera | z | = r a discului | z | l, pentru r->oo; așadar în studiul creșterii lui Mf(r) este utilă comparația cu funcții mai rapid crescătoare decît rn O funcție întreagă se numește de ordin finit dacă există a> astfel încît Jf/(r) ) Fie un șir de numere complexe distincte tinzînd la infinit, astfel încît |ги+ |>|«я|, (V)n> ; funcția întreagă / z \ ka zp ; există însă și alte funcții întregi cu această proprietate Dacă {а«}я>і este un șir de numere complexe date, problema Lagrange pentru șirurile {»„}, {«„}, adică determinarea unei funcții întregi f astfel încît f(zn) = an, n > , admite soluții în ipoteze convenabile asupra șirului de exemplu are soluția ? («») (s — г») ( ) cu o definit în ( ) și cu condiția ca seria din membrul al doilea să fie uniform convergentă pe orice compact Desigur, șirurile {£„}, {a,,} pot fi indexate nu numai după valori n > , dar și după toate valorile întregi neTZ - Considerăm cazul particular = nT, ne Z, cu T> real fixat Z% (pas dc eșantionare) In acest caz se poate lua , ( ) > și n(a) astfel că ]«■„[ n(a), seria de funcții întregi ( ) devine = £ ая- аГ-^- (« - nT) L - și în ipoteza anterioară relativ la șirul {a„},iez această serie este uniform convergentă pe orice compact din (E : într-adevăr, pentru orice | г | ? și pentru orice | n | suficient de mare, avem • sa -J(^-nT) w L -L J B= v w ■ ceea ce atestă că restul seriei de funcții anterioare converge uniform către pentru ->oo Deoarece suma unei serii de funcții întregi, uniform convergente pe orice compact, este o funcție întreagă, rezultă că o funcție întreagă f astfel încît f(nT) = an, ('i)ne Z este următoarea /(«) = v; a„ sa (« - nt) neTL L -I ( ) Teorema II Fixăm T> și o funcție întreagă f astfel încît să existe M > și °e (E Atunci /(») = E ЯпТ') ’ sa [~(z — nT) , «ез [ T seria din membrul al doilea fiind uniform convergentă pe orice compact din C în plus, dacă valori le f(nT), ne Z,sînt prescrise, atunci funcția f este unică Demonstrație Fie v„ discul ',z\ )| ej° - — expl ~r»lsin l I r ultima inegalitate rezultind din faptul că exp , oricare ar fi e [ , тс]’§і pentru orice n sufici- — t o*® T ent de шаге Mai departe, oricare ar fi г fixat, avem lim e’° —— - w-»oo Г ru orice n 'suficient de [mare Se sin = , deci ei — obține atunci Г " Ж ei°)| ~ Jo de r„ I sin , j în fine, conform ipotezei din enunț asupra lui f, rezultă că \f(rn e»e)| pentru и-»оо, uniform în orice disc Așadar, seria din relația ( ) converge uniform pentru n—>oo către -, de unde se obține relația №) = £ sin — ”eZ — nT) COS ИТС T T TZZ ~ si cum sm • -= sm - - (z — nT), se obține tocmai T cos n- T relația din enunț Rămîne să probăm unicitatea lui f Fie g o altă funcție întreagă verificînd condițiile din enunț, astfel incit /(»T) = g(nT), (V)ne Z-Atunci funcția iițs) = f/țs) — oc, rezultă că ?i(s)-> pe orice direcție cu excepția axei reale, adică li — , deci / — g Observație Se poate arăta că funcțiile întregi f de ordin oo, arc spectrul mărginit in bandă [( )A > astfel incit Ffuf = pentru | w|>A ] dacă și numai dacă funcția x poate fi prelungită la o funcție întreagă, notată la fel, de ordin fiind un pas de eșantionare fixat, nu poale permite determinarea semnalului in puncte dislinete de nodurile nT Teoremele I I G pun in evidență clase de semnale pentru care este posibilă nu numai o formulă aproximativă, de interpolare, ei chiar una exactă, permițind recuperarea completă a semnalului din cunoașterea eșantioanelor la momentele nT Acesta este sensul primar la teoremelor de eșantionare de tipul WKS Remarcăm că o ipoteză esențială a fost aceea că spectrul semnalului are suport mărginii (dealtfel T este ales convenabil in funcție de lățimea benzii de frecvență a lui x) și astfel, succesul eșantionării iu domeniul timp este legat de neglijarea frecvențelor spre -|- oo Fără modificări esențiale de raționament, formula ( ) de eșantionare poate fi extinsă la cazul clnd eșantioanele mi ar fi luate ia momente echidistante Alte considerații, în special îndreptate spre aplicațiile eșantionării, vor fi date in cap VI C REPREZENTĂRI ALE SEMNALELOR DISCRETE CU DURATĂ FINITĂ îa această parte vom dezvolta aparatul matematic necesar descrierii și prelucrării semnalelor discrete periodice cu număr finit de eșantioane (pe orice perioadă de t imp) în același timp, vom da o prezentare unificată a exponențialelor discrete ca și a funcțiilor ortogonale discrete de tip Walsh, prin utilizarea sistematică a conceptului de bază standard de semnale discrete, introdus de autori în [ ] § Noțiunea de bază standard de semnale discrete Fixăm g > , n > întregi și fie N = qn; considerăm mulțimea ,y = {o, , , ,N— ], ale cărei elemente le numim uneori momente Orice element a e ST are o reprezentare g-adică de lungime exact n și anume ® = й д»-’ +fa qn~ © '©«„[notată și a = (an a , , «„© ( ) Pentru orice element a e TL există și este unic un element« e sr astfel încît a — a : У ■ dacă ке© atunci ă=a Pentru orice a be Z , se poate defini un element bine determinat аф&е modul următor : se consideră scrieri g-adice de forma ( ) pentru «, b și se definește а Ф b = (cn c , , c„)e, unde ck = al: © b, (mod g), — înjacest mod este definită o aplicație surjectivățZxZ-^ («■ &)»-*• >-> a © b De exemplu, dacă q — , n = , A' = , a = b = , atunci = = ( )a, b = ț = ( ) , deci [«©ă = (c, c ) , unde c, = + mod , c = + mod , decijfcj = , ea = și in concluzie, © = ( ) = Similar, dacă = , n = , JV = , a = , b — atunci a = , b = și luind scrierile binare, a =( ), b = ( O), deci «©ă = (c c c c ), unde сг = , = « ©c, unde c — Qb Acest fapt permite definirea -întirzierilor tQ т, те fixat Vom nota din nou cu Sa mulțimea semnalelor discrete x(t), x C (cazul semnalelor cu valori reale este desigur inclus) Un astfel de semnal se identifică cu un punct din Fie U frontiera discului unitate din planul complex, U = {ze (T| |я| = } Fixăm q, n, V = q” ca mai sus Definiție Vom numi bază standard de semnale discrete (în Sd) orice șir finit de V semnale Eo, Ev , ^v x din Ss astfel încît : (a) 'matricea de tip, N xV,E= ■ I să fie simetrică și cu toate elementele luate din U ; (b) pentru orice r, s să avem Er- E,, — Er@, (proprietatea de multiplicativitate); (c) pentru orice r, s(r/s) să avem = (proprietatea de ortogonalitate) Vom nota Et — = i= deci în ipoteza îndeplinirii condițiilor (a), (b), proprietatea (c) de ortogonalitate este echivalentă cu faptul că dacă adică , N— I atunci £ ufe = , adică suina element elor de pe orice linie a ma->-o tricei ( ), cu excepția primei linii (considerată de indice O este IV- nulă Remarcăm de asemenea că TEr= se deduce, înmulțind scalar cu E, și ținind seama de (c), Xs ■ IjEJp = și cum НЕЛ = ІѴ, rezultă X* = pentru orice s, — în fine, matricea E are atunci coloanele liniar independente, deci este nesingulară V componente Exemple, a) Baza canonică a lui Sd = — *■> Ț- exp j "w A , și peutr orice întreg n , se pot defini puterile Kronecker A* ', punlnd A® =A, A* =A®A, A®" = A® A® " ; pentru orice matrice pătrată (de ordinul l) H, se notează Л® II matricea celulară de ordin A-f: «ц В А ® В = Matricea A®", n > , este o matrice pătrată (celulară) de ordin AB Fie li -= [ elementul de pe linia к și coloana t din H, constituie o bază standard in S și, In plus, n ht(t) = unde = ((jf t„)g, к — (A j A\ A-„)e sînt scrierile ș-adice ale lui t și к de forma ( ) Aceste exemple arată deja că noțiunea de bază standard in Sj este consistentă în paragraful următor vom studia în detaliu un alt exemplu remarcabil, anume cel oferit de funcțiile Walsh § Elemente de analiză Fourier relativ la o bază standard Fixăm q, n, A — q", ^~ca, mai sus și fie 'A - {Eo, Ev ZJjj Jo bază standard de semnale jn Sd, Et = [wou{ ■ ■ ■ Uw-J'» ^i o js"- și J» coincid cu aplicația identică a lui Sd Calculăm L L [A [ Ek; j ■ [ b j | | — [ unde ani notat crs = Deoarece este bază standard in rezultă ers = pentru r s și crr = și atunci Г N JV =-v-uK ^ (Ux fiind matricea unitate de ordin У), adică E ' = —E Ultima afirmație din enunț este evidentă, deoarece dacă se cunoaște y=Fx, atunci ж se recuperează în mod univoc, anume x = F^ Observații ) Transformarea Fourier ij — l'x a unui semnal x Sd este un șir de Лг numere complexe, care se poate extinde la un șir infinit periodic de perioadă V N-l Intr-adevăr, punînd i/j = xm- ti™ pentru orice к e Z rezultă ijt = Уі+n deoarece m— и™ = и* , #, (V) in, k, conform convenției anterioare de prelungire a bazei standard Se poate deci considera de la Început că semnalul x este restricția la f a unui semnal periodic de perioadă N definit pe Astfel, teoria dezvoltată aici poale fi asimilată cu studiul semnalelor discrete pe intervale finite care pot fi prelungite prin periodicitate in afara intervalelor respective ) Am văzut că orice bază standard in S(( este bază de spațiu vectorial peste C deci N-t orice x e Srf admite o scriere unică x = V cjFj cn cj- constante complexe Plinind с,— - - - = [coCj Cjv j]', rezultă atunci că x = E- >и= ~ ~ + Г ' ceea ce rezultă din relațiile consecință a proprietății de multiplicativitate în ăt și a faptului că «g = «g» = , pentru orice m Pentru r = se obține ultima afirmație din enunț Două operații importante în teoria semnalelor sînt cele de convoluție și de corelație Folosind structura aditivă specifică a mulțimii definită prin operația Ф, se poate defini un concept corespunzător de convoluție a semnalelor din Stf Definiții Fie x, у două semnale oarecare din Stf Numim convoluție a lor semnalul discret z = x * y = {«Jocuv-i, definit prin Л «i = £ Xt-уіві, ( ) Corelația lui x și у este semnalul s = a? = defi- nit prin Z; =— S Xt-yl@k ( ) A Autocorelația unui semnal x este semnalul x î x Se verifică ușor că pentru orice x, у, z eSd au loc relațiile : x * у =y * x, x * (у * ) = (x * у) * z, х * а = {;г,- л},- - și, în particular, r * S = x, * &t>= pentru orice a, bef Trebuie remarcat că prin convoluție cu r un semnal este decalat cu r pași de eșantionare, adică el suportă o ly-întîrziere care revine la o permutare (controlabilă!) a eșantioanelor sale In analogie cu teorema , demonstrăm Teorema Fixăm o bază standard ca mai sus Atunci pentru orice x, у e Sd au loc relațiile (a) Fx * v = Fx • F„, F^y = N F~l ■ Fy', Fx * F„ = N Fx y, (b) NF^FX-FU, F^v = F-l-F~',Fx^Fu = F^, NF~l ÂF~l =F-~\ Demonstrație, (a) Componenta de ordin к a semnalului F t z = x*y, este conform cu ( ) Л’-l V-l / V-l \ V-l /Л'-І Уі = I J xp m@p j ' wf- = у J p I l/tnsp ' U'k m= \ p= / p=Q \?tj=O Suma din paranteză este tocmai componenta de ordin к a lui , unde k = Qp- și conform teoremei , (a), aceasta este egală cu â'ț -fk, unde Д este componenta de ordin к a lui Fy Așadar = у'^(ГД = у (F^tF'h • (i;), ^= p=A) Acest calcul are loc pentru orice к, F г*®х- — у x ' " Corolarul (Parseval) Fie ж, у semnale din Sd cu eșantioane reale și Fx= {ft}o în mod explicit, dacă, x = , atunci (Дж), = xk — жАѳ , Д ж = Д( т — x * ,) = = x— x * , + ж * @ , Д г = ж— Зж * j+ Зж * Ѳ —ж * ф ф , etc Direct din teorema III , (a) și din corolarul de mai sus, rezultă prin inducție după r urmă tonii Corolarul Pentru orice x eSd avem '\rz=(l — Рку • Fx pentru orice întreg r > Trebuie deci reținut că operația de convoluție între semnale corespunde operației de înmulțire pe componente între spectrele în secvență corespunzătoare Rezultatele date extind deopotrivă cazul exponențialelor discrete ca și cazul funcțiilor Walsh [ , , ] § Funcții Walsh și aplicații ale lor Alături de semnalele sinusoidale сате au proprietăți remarcabile de completitudine și ortogonalitate, în aplicarea tehnicilor digitale s-au impus și alte sisteme de funcții ortogonale păstrînd proprietățile anterioare, dar adăugind noi disponibilități Trecem la prezentarea funcțiilor Walsh, care constituie cea mai cunoscută clasă de semnale discrete pe intervale finite Fixăm întregii q > , » > și notăm ca mai sus N = qn, Г = — { , , , , N — } Este util să identificăm elementele mulțimii ST prin nodurile echidistante obținute prin împărțirea interva-I JV lului [ , ] în JV părți egale, adică , ——— și, în mod N A A corespunzător, să reprezentăm grafic un semnal discret же Sd, x = [ХоХіХг ®к гУ prin funcția în scară x: [ , ) C egală cu x( pe fiecare interval -—, N (desigur am presupus aici că toate eșantioanele sînt reale) O N- N- t j i «■ N- t N N NN Fig Reprezentarea unui semnal discret x prin funcția în scară x Trebuie remarcat că produsul scalar (x, уУ în Sd coincide cu produsul scalar (x, уУ în L [ , ], anume N-l N-l л -x г* л ~ л a О, уУ = £ Xtyt = S \ ‘ ®( /( = \ ®( /( df = - = = J-t- Jo И - c Definiție Se numesc funcții Walsh (în baza q cu V eșantioane) cele AT semnale discrete w J wlf , wjY ,, definite prin J —BjttO wt(i) = e г , k,’t e Г, ( ) unde = V • /( ^ ((^n—i + ^n+i—j) (mod q), daca — , i=i Hi» dacă l ~ n, ( ) iar t = (i tn)e = -J- t qn-* + + tn, к = (кк k fcB)ț = k^q” -|~ ^'г?"- ••• ~f к» sînt scrierile g-adice ale lui t și к [ , ] Asocierea (& ? k , kn)r^(A , A , , A„) este uneori numită codificarea lui Gray Cazul cel mai important este ț = , în care se regăsesc funcțiile Walsh clasice [ ] în acest caz, formula definitorie ( ) revine la wt(t) = е^в*Ю = ( — )B*W, deci wĂ (f) = - sau — după cum Bk(t) este par sau impar Așadar, funcțiile Walsh binare au numai două valori, + , — , ceea ce constituie o calitate fundamentală, la care se adaugă proprietățile lor bune de calcul, care Ie transformă într-o alternativă importantă, pentru cazul discret, a semnalelor sinusoidale Exemplu Presupunem q — , Л’ = , deci n = Atunci scriind A = IA, + + A, + k , t = , -f- /a + t , formula ( ) devine , = (A-, - A )( mod ), г = = (A, + k ) (mod ), As = A, și w,(i) = , Dacă к = atunci A, = A — k = , deci w (i) = pentru orice t e s~ Dacă A- = , atunci A, = A = A = , deci A, = , Ag = A = si wjt) = = cț‘ = ( ) Similar se obțin explicitările w (f) = ( - ) + , W (Z) = ( ) , «,( /î\ JAț Ь Fig Graficul funcțiilor Walsh w — w , pentru q = N = , pe un interval unitate Vom vedea că șirul de semnale {w , wl, w } constituie o bază standard (pentru opt eșantioane) tn Sj Matricea pătrată asociată avind drept coloane valorile acestor semnale este W = [w |w | | w ], adică - - - - - - - - - — - - - - — — - - — - - - - - - - - - Pentru semnale periodice sinusoidale noțiunea de frecvență este fundamentală Pentru familia de funcții reale {sin тгсоі} indexată după cu = CN\{ }, fiecare funcție este bine determinată prin indicele ы corespunzător; dacă ->sm жо t are perioada — și în orice interval semideschis de lungime — funcția i este ortogonal pe intervalul [ , ) în sensul produsului scalar din L , în schimb șirul s„(f) = sgn (sin nrrf), n > , nu verifică proprietatea de ortogonalitate (aici am socotit că sgn u = dacă m^O și sgn и — — dacă u l Se observă că , dacă t e | , —j — , dacă t e și că r«(Z) = (у)! e [ , ), n> Prin convenție se consideră rosl Așadar, toate funcțiile rn, numite și funcțiile lui Rademacher, iau numai valorile , — și ele pot fi prelungite la întreg ? prin periodicitate de perioadă ; se poate vedea ușor că r„ se poate identifica prin semnalul discret din Sd definit prin rB( = ( —l)*n, unde t„ este ultima cifră din scrierea binară a Iui t er | în cazul general q^ș se definește rB(() = exp (j tB ] | Graficele lui rlf r „ r pentru q = sint redate în fig / Fig Graficul funcțiilor Rademacher г„ r , r pentru este ortogonal pc [ , ] revine la a proba că rm( rB(t) dt = pentru il constituie faptul că el nu este șir complet in sensul indicat în , deoarece, luind g(Z) = cos nf sau g = r,r , se obține o funcție din L [ ,l] care este ortogonală la toate funcțiile r„, n> , fără a fi nulă Walsh [ ] a reușit să „completeze” șirul {rn}«a>o prin considerarea tuturor produselor finite Rademacher, definind astfel un exemplu remarcabil de șir ortogonal complet de funcții in L [ , ] avînd doar două valori Proprietățile funcțiior Walsh Fixăm q > , n > , N = qn, = { , , , W — } ca mai sus a) Legătura între funcțiile Bademacher și funcțiile Walsh este exprimată prin formula wÂ (t) = ■ г (і)л» • • г„(і)л», (V) k, te ST ( k j —ti ti aplicînd formulele ( ) și ( ), rezultă (V) l, deci w*(t) = exp ( j — Bk(t) ] = exp V / — я \ n j — £ A,tt = П r,(t)* q ) z-i Se poate proba că familia funcțiilor {wfc}* ^- coincide cu familia funcțiilor {hk}ke^ definite în exemplul , (c), doar ordinea diferă în cele două cazuri b) Pentru orice k, te avem |wt(t)| = și w*(t) = wt(fc) Demonstrația este imediată conform cu ( ) și observînd că Bt(i) = = Bt(k), ceea ce rezultă prin calcul direct c) Aie loc proprietatea de multiplicativitate : pentru orice r, s e într-adevăr, trebuie probat că wr(Z) • w,(t) = wrS)s(/), (V)tey, ceea ce rezultă folosind definiția ( ) și observînd că Br(t) -ț-+• Bft) — Br@s(t) este un întreg divizibil cu q dl Are loc relația Wj + w - - w v = Acest fapt revine la a proba că »î e T-EM + ej~ тг + e * * = , (V)fe^ țț Notind a = e ? , rezultă a’ = și relația anterioară decurge folosind definiția numerelor Din proprietățile b), c), d) și din teorema III rezultă următorul rezultat fundamental: Teorema III Șirul {w , wD , de funcții Walsh constituie o bază standard de semnale în Sd în particular, arc loc proprietatea de ortogonalitate : = ÎV De aici rezultă imediat completitudinea șirului finit {w , wn , avn J în Sd (căci dacă fe Sd și V— = pentru orice Ite ST, scriind/ = £ X(w„ rezultă \k = , deci tZo / = ) Desigur, toate proprietățile stabilite în § au loc pentru cazul bazei standard Walsh Fie xe Sd un semnal discret oarecare; acesta admite o reprezentare unică sub forma x = £ ckwk, cu ck constante reale sau complexe, л-о numită reprezentarea Walsh a lui x Coeficienții Xt se determină imediat din relațiile de ortogonalitate, anume r сь = ~ (x, wt> = —l x(t) \ѵл (г) df, — , ,N N Jo in analogie cu cazul dezvoltării clasice Fourier în serie de semnale sinusoidale (sau exponențiale complexe) Conform observației , ) șirul este tocmai transformata Fourier inversă a lui x relativ la baza standard Walsh (numită pe scurt transformata Fourier-Walsh) Observații ) Sinteza unui semnal discret eu ajutorul semnalelor Walsh pre-zinlă avantaje in raport cu sinteza Fourier clasică, in special in cazul semnalelor rectangulare sau a) unor semnale discontinue Trebuie notat că transformarea Fourier discretă definită în § angajează înmulțiri repetate de numere complexe, in timp ce transformarea Fourier-Walsh pentru у — este definită doar prin adunări și scăderi, ceea ce ușurează calculul ei prin metode digitale Detalii se găsesc in cap VI ) Faptul că produsul a două funcții Walsh este tot o funcție Walsh poate fi utilizat in unele probleme neliniare Presupunem că un semnal discret x e poate fi reprezentat ca o combinație, liniară de p funcții Walsh (cu у = V= m) și că se efectuează o transformare neliniară у — Ф(х) cu Ф polinom ; atunci și у va fi o combinație liniară a celor p funcții Walsh inițiale, w„ și încă a cel mult (p ) I funcții Walsh cu secvențele obținute prin operația © De exemplu, fie x(f) - awt ( ( x) = ux*+ Л ѵ cu lt atunci semnalul y(t) = ax(l)‘‘ + ă r(f) ar consta din semnalul x amplificat, din armonicele sale secunde și două produse intermodulate ; in general, extragerea semnalului x din у este mai simplă in cazul funcțiilor Walsh [ ] ) Trebuie subliniat că se poate demonstra o teoremă de eșantionare relativ la transformarea Fourier-Walsh, similară teoremei II : anume, dacă у = și dacă un semnal x(f) arc spectrul secvențial nul pentru secvențe mai mari decit P zs, atunci el poate fi reconstituit din eșantioane echidistante luate la intervale de lungime- p+ ) A llaar a construit un șir ortonormal complet de funcții din L [ , ] avind cel mult cite trei valori, care aproximează uniform și rapid orice funcție continuă [ ]—*® Există o legătură strinsă intre funcțiile Haar și funcțiile Walsh, există o transformare de tip Fourier- laar, utilizată in probleme de filtrare digitală și recunoașterea formelor, dar semnalele llaar nu formează o bază standard [ , ] Ecuații cu (/-diferențe finite Este evident că un operator L, Ly = у u,’/ "- ^), afe(E constante, are vectori proprii printre t= exponențialele e", ае C Fie un operator (Г-liniar în g-diferențe finite x(t) t->y a(x(tQi), ( ) »= unde a(, O^i^r, sînt constante reale sau complexe Așadar L(x) = V »- Fixăm o bază standard ăS — {Eo, Elf , Ey }, Ek = [uj uf, , Uy-j]', Osgk *Z(e) = &* = b Unicitatea soluției rezultă din faptul că L este injectiv Ecuația Lx = b, be Sa fiind dat, poate fi rezolvată și prin aplicarea operatorului Fourier Anume, din corolarul al teoremei Ш , rezultă relația £ • Fx - E, — Fb, deci Fx = - —și i= £ semnalul x căutat se recuperează aplicînd F^ Exemple a) Considerăm mișcarea liberă a unui pendul ș-adic descrisă prin ecuația r(t@ ) + o> r(t) = , cu u constantă reală Ecuația se scrie Lx = x*S + » x= Conform teoremei , (b) rezultă că ecuația arc soluții nebanale dacă există к e X astfel incit EA ( ) + | = adică» = ± -(Considerăm că Я este baza standard Walsh (teorema III ) și fie к — (A\ k„ k„)q Atunci wĂ (l) = exp |j— А,] , wA( ) = exp j — A-, și se obține relația \ Q I \ I exp j = С Așadar, există l g ? astfel că IA, + q — lq, nv Legăturile care se referă la curenți se numesc ecuațiile lui Kirch-hoff de curent și sînt de forma Qi = ( ) unde Q este o matrice de tip nv x b și de rang nv, determinată din geometria rețelei Legăturile privitoare la tensiuni sînt numite ecuațiile lui Kirchhoff de tensiune și sînt de forma В • u = , ( ) unde В este o matrice de tip (&—«„) x b și de rang b — nv, determinată de asemenea din geometria rețelei Din structura legăturilor rezultă că spațiul semnalelor-curent are dimensiunea b — nv, iar spațiul semnalelor-tensiune are dimensiunea nv Așadar, baze ale acestor spații vectoriale vor avea respectiv b — nv și n„ elemente și, printr-o numerotare adecvată și sensuri convenabil alese pentru tensiuni și curenți, se poate presupune că într-o rețea electrică ca mai sus, baza de tensiuni este constituită din tensiunile de pe primele n„ elemente, iar baza de curenți, din curenții de pe următoarele b — nv elemente Indexînd cu A (respectiv B) vectorul de tensiune sau de curent constituit din primele nv (respectiv următoarele b — n„) elemente, exprimările tensiunilor și curenților prin bazele corespunzătoare vor fi de forma ie, sau echivalent, ci F]-[U =O, [—-F' L ie J LuB ( ) unde F este o matrice constantă de tip nv x (Z> — n„), dedusă din geometria rețelei [ ], iar este matricea imitate corespunzătoare Sursa ideală de tensiune este caracterizată prin faptul că tensiunea pe fiecare latură este un semnal fixat , prescris și vom nota cu uB vectorul corespunzător; sursa ideală de curent este caracterizată prin aceea că prin fiecare latură curentul este un semnal fixat, prescris și vom nota cu v vectorul acestor semnale Pentru ca reprezentarea ( ) să fie consistentă, este necesar ca vectorul u£ să fie cuprins în vectorul ил, iar vectorul v in vectorul is în cele ce urmează, vom da o descriere a evoluției rețelei, în ipoteza că nu există surse de curent Considerăm partițiile u = [Цд и,' u£]', “Li “в і = [ііі; j(]', ( - ) unde vectorul indexat cu t (respectiv cu Z) cuprinde tensiunile sau curenții asociați elementelor normale de circuit cuprinse în mulțimea J (respectiv Ii); similar, matricea F are o partiție în blocuri de forma F = Fell fJ Din relațiile iA = —Fi,, u, = Р'ііл din ( - ), rezultă pentru curenții și tensiunile din A relațiile ig == — Ffi, i„ i, — — F« i,, — F(\ u, — ii; — F'ei u£ ( ) Ținînd seama de faptul că relațiile constitutive pentru elementele normale de circuit sînt de forma ut = z(i„ u( = Zii; unde z(, z{ sînt matrice de operatori integro-diferențiali și folosind ( ), rezultă F^jiig = z( ii + F('z z( Ft)i{, adică = F^iUg, ( ) unde am notat = zi + I*hziF( ( ) Relațiile ( ) reprezintă ecuațiile de evoluție ale unui circuit electric alimentat în tensiune Mărimile date sînt cuprinse în vectorul u£, iar mărimile necunoscute sînt cuprinse în vectorul i( Cu notațiile din cap II, presupunem că ur aparține clasei І sau că este o distribuție din Q>‘ cu suport pozitiv și similar pentru i; Apli-cînd transformarea Laplace în ambii membri ai relației ( ) și considerînd condiții inițiale nule, se obține ecuația matriceală algebrică Zm(s) I|(s) = FirU£(s), ( ) in care Zm(s) este operatorul algebric în s asociat prin & operatorului zm, I;(s) este imaginea Laplace a lui i, și U£(s) este imaginea Laplace a lui u£ Matricea Zm(s) are ca elemente polinoame in variabila complexă s — a jco, iar ecuația caracteristică asociată lui ( ) este d(î) = det Zm(s) = ( ) Fie аиcea mai mare dintre părțile reale ale rădăcinilor ecuației ( ) Atunci matricea Zm(s) admite o inversă olomorfă (adică toate elementele matricei inverse sînt funcții olomorfe în variabila s) în semi-planul deschis Re s > a V în acest semiplan ecuația ( ) se poate explicita în ;(з) și se obține I,(s) = Z^^sJ-F^-U^s), adică Ii(s) =H(s)-U£(s), unde H(s) = Z-’(s)-F^ ( ) Matricea H(s) de funcții se numește funcția matriceală ăe circuit a sistemului considerat; elementele ei sînt fracții raționale în variabila s și, din acest motiv, H(s) se mai numește matricea rațională asociată rețelei studiate Dacă elementele de circuit au parametri reali (adică L, C, R, sînt scalari reali), atunci matricea H(s) are în semiplanul Re s > aM proprietatea : И(а), a>aM,[este o matrice reală (cu toate elementele în IR); sau H(s) = H(sJ ( ) Evident, această proprietate se extinde la întreg planul complex («), cu excepția polilor lui H(s) Orice matrice avînd ca elemente fracții raționale în s cu coeficienți reali se numește matrice real-rațională Mulțimea matricelor real-raționale de tip m x n se notează cu JfOT „(IR(s)); o astfel de matrice satisface evident proprietatea ( ) și, în particular, aceasta se întâmplă pentru orice matrice imagine Laplace a unei matrice de funcții (din Q) din domeniul timp, de tip exponențial, polino-mial, sinusoidal etc Vom vedea mai tîrziu că pentru sisteme cauzale avem aM= și H(s) este olomorfă în semiplanul a > ; aceeași proprietatea o au emnalele din Observații, a) Relația ( ) arată,sub o formă generală, că in domeniul (s), ecuațiile de evoluție ale unei rețele eiectrice revin la multiplicarea la stingă a vectorului surselor cu o matrice fixată H(s) a cărei structură depinde numai de sistemul considerat Faptul că s-au presupus condiții inițiale nule este motivat prin punerea in evidență a unei entități care să depindă exclusiv de sistem și nu de modul in care este injectată energia in sistem b) Proprietatea ( ) care are loc in semiplanul de olomorfie Re s> a W nu se extinde in general (in cazul nerațional) în afara acestuia ; de exemplu, transformarea Laplace a semnalului dacă t> , dacă Z=£ , este f i - oo e-“* F(s) = î ■ e~s‘dZ = \ - Jo / Jo / și funcția F(s) are punct critic algebric in s = , iar ад,— ; evident, /''(a) este real dacă și numai dacă a> , deci proprietatea ( ) nu se extinde pentru a H(s) ( ) ( ) Funcția b(Z) se numește funcția Green (sau funcția de pondere) a rețelei considerate Scriind nE Ь( “((ЫОІкку egalitatea ( ) se scrie explicit iu(Z) = £ [MO » «bXOL ( creat de excitația particulară u# = [ , , , g(f), , , ]': de aceea h(Z) se mai numește răspuns-impuls al sistemului t-> i, § Funcții energetice ale circuitelor electrice în acest paragraf vom prezenta cadrul natural în care apar formele pătratice pe un spațiu care definesc funcțiile energetice ale circuitelor electrice Forme pătratice asociate circuitelor electrice Se consideră o rețea electrică alimentată în tensiune astfel încît vectorul i( să aibă p componente, iar alimentarea se face prin n surse de tensiune astfel încît fiecare generator să fie parcurs de cîte un singur curent (fig ) în aceste condiții membrul al doilea al relației ( ) se scrie F^U^s) = [P£ (S) ^ n-i( )^(s) o ]' ~ Um(s), Fig Rețea electrică alimentată prin generatoare de tensiune iar relația ( ) devine Zw( ) ,( ) = Um( ) ( ) înmulțind la stingă cu I*(s), rezultă I*(s)Zm(s)I( (s) = Pe(#)? ( ) unde Pc este funcția scalară complexă Pt(s) = у Р£*($) I,*(s) (rea-Л= mințim că pentru orice matrice A, se notează cu A* transpusa conjugatei lui A) Ținînd seama de relațiile constitutive asociate elementelor nor- male de circuit, matricea Zm(s) se scrie Zm(s) = R„ în care R,„, Lm, D,n sînt matrice constante de tip p xp cu toate elementele reale Relația ( ) se exprimă atunci astfel Pq(S) H- Rq(S) -P C în p variabile, definite prin ВД = I*(S)R,B ,(S), T (s) = I*(s)LmIz(*)> W = W) DmI((s) ( ) Acestea se numesc funcțiile energetice ale rețelei electrice considerate și au fost introduse în teoria rețelelor electrice de către Otto Brune [ ] ()bserva{îi a) Scalarul Pc(s) există pe axa s = jco, cu excepția polilor și conform cu ( ), Pc(jw) = F (jo>) + j wTe(j m cu toate elementele reale, formele pătratice F (s), T (s) V (s) nu au neapărat valori reale ; dacă in plus cele trei matrice sînt simetrice, atunci valorile acestor forme pătratice sînt reale [într-adevăr, dacă A este o matrice pătrată л x n hermitică și dacă z este un vector coloană л-dimensional din ; se scrie II > Dacă în i=l /= plus acest număr este nul dacă și numai dacă z = , matricea II se numește pozitiv definită și se scrie II > ] Din relațiile ( ), rezultă direct că dacă matricele hermitice X, sînt pozitiv semidefinite, atunci P , are aceeași proprietate Dacă rețeaua conține numai condensatoare cu capacitate pozitivă, atunci matricele D( și l)t sînt diagonale și pozitiv semidefinite deci conform cu ( ) matricea Dm este simetrică și pozitiv semidefinită Dacă rețeaua conține numai bobine cuplate astfel incit Lt și L; să fie simetrice și pozitiv semidefinite, atunci aceeași proprietate o are și matricea Lm în ceea ce privește structura matricei Rm, vom considera că în rețea se găsesc rezistențe propriu-zise, caracterizate prin aceea că matricele asociate sînt diagonale, cu elemente pozitive sau nule și giratoare, avînd relațiile constitutive de forma ux = —Roiz, uz= = Roil și caracterizate prin aceea că matricele asociate sînt anti-simetrice Așadar R,; = Rm, - Rmi, unde RmP corespunde rezistențelor propriu-zise iar Rmi corespunde giratoarelor § Formalisnre de descriere a circuitelor electrice Descrierea evoluției unei rețele electrice se poate face pe de o parte pornind de la structura locală a rețelei dată prin relații constitutive (așa cum s-a procedat în paragrafele precedente) și pe dc alta, prin cunoașterea unor relații funcționale între curenți și tensiuni în locuri precizate numite porți Multiport electric Fie o rețea electrică accesibilă exterio- rului prin n borne organizate în n(n>l) perechi cu polarități prescrise pentru tensiuni și curenți (vezi fig ) în acest mod de organizare a tensiunilor și curen-ților, notînd u = [« « wn]', і=[г г гв]', scalarul (depinzînd de timp) ( ) reprezintă puterea absorbită de rețea Orice pereche de borne m, m', avînd precizate polaritățile în conformitate cu fig , se numește poartă, iar rețeaua accesibilă prin n porți se numește multiport (sau mai precis n-port) Din punct de vedere matematic, pro- Organlzarea unci reteie blema descrierii unui multiport se pune ь clvctrjCe ca multiport după cum urmează Un n-port este determinat dacă se cunosc cele n mărimi componente ale vectorilor n și i și pentru aceasta, se pot prescrie mai întîi n relații funcționale earacterizînd cele n terminații (de exemplu, u} fixat prin alimentare în tensiune, it fixat prin alimentare în curent, («„ ir) = etc ), rămînînd libere n relații care depind de structura internă a multi-portului Primele n relații funcționale constituie ceea ce se numește formalismul de descriere a multiportului în cele ce urmează, ne vom ocupa de multiporți determinați, pentru care dispunem de n relații independente Vom nota cu У (respectiv cu (E Fizic, un n-port este o cutie cu n perechi de terminale, împreună cu o familie de constrîngeri relativ la tensiunile și curenții de la cele n porți Matematic, un n-port P este o relație binară de la mulțimea S la mulțimea U, adică o colecție de perechi (i, u) cu i e /, u e Ф; printre constrîngeri, apar ipoteze de regularitate de tipul Uj e L sau ik, Uj e £ + Pentru un и-port fixat P, pentru (i, u) e P cu i, u e (adică toate cele и componente sînt funcții test cu suport mărginit la stînga) și pentru orice moment t se poate defini energia absorbită de P pînă la momentul t ca fiind scalarul P(t) = j u(T)'i(r)dT, presupunând Д—oo) = Multiportul P se numește liniar dacă (v) (A ui)j (» J иг) din P și (V)a, e IR, avem (а ij - i , aUj + Șu^eP Dăm cîteva exemple ilustrative a) Fie p : КE o funcție fixată din Q+ Se poate defini -portul Pp = {(* ’•) e x -* (Vj, j ) ( ) sau de forma ^ X Л-*Л X ^ , (v j ) •-> (j ; v ), ( ') în ipoteza că astfel de aplicații sînt bine definite Pentru rețele electrice cu elemente de circuit convenționale, aplicațiilor de tip ( ) sau ( ') le corespund aplicații liniare între imaginile Laplace corespunzătoare vectorilor hibrizi, definite prin relații de forma ■Vj(s) ■ Hu(s) H (s) 'Jl(s) ад H («) H (s) V (s) J ■Ji(s) ' ^u(s) G (s) 'Vl(s) V (s) ^* (^) ад J ( ) ( ') în care H(i(s), Go(s) sînt matrice real-raționale de dimensiuni corespunzătoare Un caz particular al formalisinelor hibride îl constituie forma-lismele omogene (sau de imitanță), în număr de două, luînd mai întîi m — n, iar apoi m = Obținem i i-> u, U(s) = Z(s) I(e); ( ) Ф -> У, ll i, ( ) = Y(S)U(S) ( ) Formalismul ( ) se numește, formalism de impedanță, iar formalismul ( ) formalism de admitanță Un fapt care relevă importanța formalismelor hibride este acela că orice rețea pasivă și invariantă în timp admite cel puțin un formalism hibrid [ , ] Formalismul de repartiție în problemele privitoare la sinteza circuitelor pasive s-a impus un alt formalism, cel de repartiție Introducerea acestui mod de reprezentare este argumentată prin considerente de tip energetic și se aplică pentru sisteme reale, invariante în timp (un sistem se numește real dacă la semnale de intrare cu valori reale corespund semnale de ieșire cu valori reale), cu proprietatea că funcția matriceală de pondere este reală, iar funcția matriceală de circuit este real-rațională în cazul semnalelor cu valori complexe, puterea absorbită, este exprimată prin formula p = (u*i-}-î*u) ( ) și pentru formalismul de impedanță s, definit prin ( ), rezultă p = + Notînd a( = - W], ( - > formalismul de repartiție este definit printr-o aplicație de forma a(t) b(i) și în domeniul complex, A(s)i->B(s) = S(s)A(s), ( ) unde S(s) este o matrice real-rațională numită matrice de repartiție Din punct de vedere fizic, a(t) și b(t) reprezintă jumătate din suma (respectiv diferența) dintre tensiunea la poartă и și curentul i care parcurge o rezistență unitate cu care este mărit multiportul Situația este indicată schematic în fig k / O ——-°~r~ I — •**—— n- port I —o—Г '> o —Г • | Ur o — O— — -o-— I n - port mărit Fig Multiport mărit asociat formalismului S Calculînd diferența (a*a—b*b)=(u*-|-i*)(u-|-i)—(u* —i*)(u —i) == = (u*i + rezultă că puterea p se exprimă in acest caz prin formula p = a*a — b*b ( ) Avantajul formalismului de repartiție este că pasivitatea sistemului studiat impune ea operatorul asociat să fie un operator de contracție, ceea ce îi conferă o gamă bogată de proprietăți [ , ] § O teoremă jfundanaentala a circuitelor electrice pasive Cele spuse anterior permit formularea următorului rezultat fundamental : Teorema IV l Fie un multiport constituit din rezistențe pozitive, capacități pozitive și bobine [eventual cuplate, cu matricea de cuplaj pozitiv semidefinită) Atunci: (a) formele pătratice T (s), K (s) au valori reale și sînt pozitiv seini definite; > b) forma pătratică F (s) are valori reale dacă multiportul conține numai rezistențe și pur imaginare dacă multiportul conține numai gi ratoare; (c) dacă multiportul admite descrierea prin formalismul II(«), atunci partea hermitică — (И + H*) a matricei II este pozitiv semidefinită în semiplanul Ke > O ; în particular, părțile hermitice ale blocurilor Hu și H sînt pozitiv semidefinite în Res> ; (d) pentru un uniport avem Re Z(s)^O în semiplanul a -Re s> ; (e) dacă un uniport nu are rezistențe, atunci Re Z(s) > O pentru a > O, Re Z(s) = Opentru a = O și Re Z(s) O pentru ы = Im s > O, Im Z(s) = O pentru o = O și Im Z(s) O, Im Z(s) = O pentru w = O și Im Z(s) > O pentru ы (d) Pentru un uniport (rețea cu o singură poartă de acces), formalismul posibil este în mod necesar de tip omogen și luind U(s) = = Z(s)I(s), se obțin inegalitățile Z(s) = ^ l^s) + sT^ + “ F°(s)l’ |l(s)| [ » J EeZ(s) = [^s) + Ло(*) ’ ( - ) |I(s) | L a + w- J Im Z(s) = [Poi(s) - ыГ ( ) —- r (s) , |l(s)| L a- + ш- J cu I(s)^ , Ffl(s) = POp(s) + jPof(s) Din relațiile ( ) rezultă direct (d); punctul (e) rezulta din aceleași relații punînd Рор( ) = , iar punctul (f) rezultă punînd Fol(s) ; P (s) = în sfîrșit, punctul (g) al teoremei se obține din ultima relație ( ) punînd Poi(s) = , T (s) = , a# - Observații, (a) Teorema IV l este mai generală decît teoremele similare date in lucrările de teoria circuitelor, sub următoarele aspecte ; — calculele pentru demonstrarea semipozitivității funcțiilor energetice sînt mai directe și utilizează matricea F, care se dovedește de marc importanță în teoria circuitelor electrice : — am luat în considerare existența giratoarelor ca elemente de circuit prezente în rețea ; — punctul (c) stabilește semipozitivitatea matricei hibride spre deosebire de tratările obișnuite in care proprietatea de semipozitivitate este stabilită pentru matricele Z Y asociate formalismelor de iinitanță; în tratarea dată mai sus, aceste fapte apar drept cazuri particulare Utilitatea faptului mai general, pentru matrice de tip hibrid, constă in primul rind in aceea că rezultatele pot fi transpuse pentru multiporți de tip transductoare electromecanice, electroacustice etc , dispunind de perechi al căror produs scalar reprezintă puterea absorbită (b) Punctul (e) al teoremei pune în evidență uniporți nedisipativi, așa c m se va vedea mai departe Punctul (f) pune in evidență rețelele BL, iar (g) se referă la rețele HC (c) Teorema V evidențiază și un alt aspect important Setnnul mărimii F (s) este neprecizat, astfel că prezența giratoarelor in uniport alterează caracteristica de tip Girafor a b Fig, , Echivalența dintre o rețea cu un girator și două capacitoare și o rețea LC C (capacitate) sau de tip I (inductanță) ; pentru ilustrare, este prezentat in fig un exemplu de uniport cu două capacitoare și un girator, ca,re este echivalent cu t dport LC (d) Proprietățile relativ la semiplanul Bes> sini valabile peste tot (cu excepția unor puncte izolate in care funcțiile energetice devin infinite Vom arăta mai lîrau că in semiplanul drept nu există poli ai matricei hibride H(s) B REALIZABILITATE; PUNCTUL DE VEDELE DISTEJBUȚIONAL în partea A a acestui capitol am prezentat structura ecuațiilor tle evoluție ale rețelelor electrice, care constituie o importantă clasă de sisteme Pentru rețele alcătuite din elemente Ii, L, C pozitive am pus în evidență anumite forme pătratice semipozitiv definite în semiplanul drept în cele ce urmează, prezentăm citeva elemente de teoria realiza-bilității sistemelor liniare, continue și invariante in timp, adoptind punctul de vedere distribuțional Esența teoriei realizabililâții este redată în formularea lui Zemanian [ ], prin sublinierea faptului că aceasta este o parte din teoria matematică a sistemelor, care analizează modul cum sînt reflectate în formalisme funcționale, care leagă semnalele de intrare de cele de ieșire, diverse proprietăți fundamentale ale sistemelor ca liniaritatea, invarianța în timp, cauzalitatea, pasivitatea etc Parțial, această problemă a realizabilirății a fost rezolvată în mod specific în unele domenii ale științelor fizice (pentru rețele electrice de către Kewcomb [ ] și Wohlers [ ], pentru fenomene elastice de către Meixuer etc ) Expunerea care urmează se bazează pe o serie de lucrări clasice, ca și pe lucrări publicate de autori pe această linie [ , , , , , ] Printre proprietățile care generează importante constrîngeri asupra formalismelor funcționale asociate sistemelor, trebuie menționate liniaritatea (caracterizată prin faptul că operatorul asociat este liniar și permite aplicarea unor procedee specifice algebrei și analizei liniare), invarianta în timp (caracterizată prin comutarea operatorului asociat cu translațiile în timp, asigurînd, împreună cu liniaritatea, reprezentarea răspunsului prin convoluție, conform teoremei II ), cauzalitatea (care reprezintă o proprietate esențială a fenomenelor care se desfășoară în lumea fizică observabilă, caracterizată in domeniul timp prin anumite restricții la care este supus ■suportul funcției de pondere a sistemului, iar în domeniul frecvență, prin olomorfia funcției matriceale de transfer, în semiplanul drept) și pasivitatea (care reprezintă o proprietate de bază a fenomenelor care au loc în sistemele închise termodinamic și caracterizată prin semipozitivitatea unor forme pătratice sau a unor produse scalare definite pe spațiul semnalelor de intrare) Remarcăm de asemenea că în toate teoriile liniare de realizabilitate, operatorii asociați sistemelor sint presupuși continui (prin șiruri), ipoteză care permite o construcție consistentă și este justificată fizic ; pentru fenomene neliniare, angajînd semnale relativ mari, ipoteza de continuitate poate să fie inadecvată, mărturie stînd rezultatele obținute in ultimul timp în teoria bifurcației și în teoria catastrofelor § Cauzalitatea și pasivitatea, constringeri esențiale ale sistemelor fizice Definiția cauzalității Fie un sistem caracterizat printr-un operator T x i~> y = T(x); sistemul se numește cauzal dacă pentru orice t e IR, de îndată ce xv x e S’, e supp = , să rezulte = , unde yY = Т(х^, у = T(x ) Cu alte cuvinte, pentru orice t e R, de îndată ce două semnale de intrare sînt egale (în sens distribuțional) pe deschisul (—oo, t), ieșirile corespunzătoare să rezulte egale pe același deschis (—oo, t) Definiția anterioară este aplicabilă atît pentru sisteme liniare cît și pentru sisteme neliniare Evident, dacă sistemul este liniar (adică operatorul T este liniar,) atunci el este cauzal dacă și numai dacă (V)i e IR, din egalitatea a? = pe ( — со, t), rezultă T® = pe ( — со, t) Lema Fie T:S'->ă' un sistem liniar, continuu și invariant în timp Dacă există un punct t e К astfel îneît de îndată ce — , (V)? e >, cu supp фс(- со, t ) să rezulte că (Tx, o > — , atunci T este cauzal Demonstrație Fie (V)veR astfel incit (Ѵ)феі? cu supp фс c( —oo, t) să avem (x, ф>= Fie = , rezultă = , adică - r — tq), ș(t)> = și, conform ipotezei, (t)> = , adică T fiind invariant în timp, = , deci (Tx, ф> = Pentru un sistem liniar, continuu și invariant în timp T am arătat în teorema II că semnalul de ieșire se obține prin convoluție, adică T(x) - h*x, (y)xeS', unde h este o distribuție unică din >' (numită funcție de pondere sau răspunsul-impuls al sistemului T); evident, h = T(S) Teorema care urmează dă o caracterizare a sistemelor cauzale (printre sistemele liniare și invariante în timp) Teorema IV Fie T:S'^Qi' un sistem liniar, continuu și invariant în timp Sînt echivalente următoarele afirmații : (I) sistemul T este cauzal; (II) funcția h de pondere a sistemului aparține lui S&i, adică supp ftc[ , oo) Demonstrație (I)=>(II) Ori de cîte ori și supp ?c(-oo ), rezultă ©( ) = , adică = ; cum T este cauzal, rezultă atunci = , deci > = , Așadar, h = pe deschisul (—oo, ), deci supp Лcz [ , oo) (II)=s>(I) Conform lemei anterioare este suficient să luăm t — și să observăm că dacă supp ( — oo, ) și = , atunci suportul funcției (t " ")> este conținut în deschisul {t = (h*x, ?> = > = Teorema IV se referă la un uniport (sistem eu o intrare și o ieșire) Pentru un sistem liniar, continuu și invariant în timp T cu m intrări și n ieșiri în general, ( fn este puterea carteziană a n-a pentru o mulțime Jf) există Луб^', astfel incit notând T(xlf xm) = (y ? y„) cu xt e S', y} să avem yt = V hfl*x}, К i , orice matrice pătrată n x n avînd ca elemente distribuții reale de două variabile reale din £?'(IR ), K(t t) = = [Kt}(t, т)]иі))- = £ £ «A'u ( • ( ‘ > t=«l j- De exemplu, fie K(t, t) = (f — -)■ ln, unde „ este matricea unitate de tip n x »; în acest caz, (V)x e avem = £ = >, ( ) i=l (Ѵ)ф e >n, deci K = x = X Acest nucleu se notează cu „ Așadar, fiecărui nucleu distribuțional К i se poate asocia o aplicație liniară și continuă Q)n->Q'n, xi->Kox O teoremă celebra, datorită lui L Schwartz [ ] afirmă că și reciproc, orice aplicație liniară continuă este asociată unui nucleu distribuțional; pentru n = și pentru orice sistem liniar și continuu T x*-+y există o distribuție K(t, r) astfel îneît y(t) = ( ) în cazul cînd T este invariant în timp, există h e S>' astfel incit A(t, t) = li(t — v) și se regăsește teorema II Formula ( ) justifică reprezentarea sistemelor liniare variante în timp x^y, dată sub forma У(і)=( A(t, t) a?(r) dv, ( ) unde X(i, т) se numește nucleul sistemului ; dacă = S(f — ?), atunci *co y(t) = ( K(t, г) (r - г) ds = K(t, -), ca ( ) deci Jk(f, t) este semnalul de ieșire corespunzător semnalului de intrare decalat cu r Această interpretare nu este întotdeauna valabilă; de exemplu, pentru n = și nucleul K(t, t) = răspunsul la un semnal de intrare zeS este ®( )§(i), dar nu are sens un astfel de răspuns pentru a? = , deoarece nu este definit Exemple și completări, (a) Pentru sisteme linarc, continue, dar variante în timp caracterizarea cauzalității a fost dală de Zemanian [ ], prin aceea că nucleul / ( )' Л cauza/ h anficaи za/' Л fârăznamor/a Fig Suportul nucleelor distribu-ționale in planul (t, Z) în cazul sistemelor : cauzale, anticauzalc, fără memorie (b) Un sistem T se numește anticauzal dacă (V) t e tR, de îndată ce xl,r e^', ? Й cu supp ș> c (Z, со) și rezultă = ; Teorema IV se extinde imediat și se arată eă un sistem liniar, continuu și invariant in timp T s —rS>' este anticauzal dacă și numai dacă funcția sade pondere are suportul conținut în ( —oo, ) Pentru cazul variant in timp, condiția de anticauzalitate este ca nucleul Z j astfel definit este liniar, continuu, invariant in timp și cauzal ; corespondentul său anticauzal este СО ( = \ e (t-T) x(v) d- Л Pasivitate; formalismul de imitanță La punctul am arătat că există două descrieri de bază ale unui multiport care să permită determinări de tip energetic, conducind la evaluarea energiei absorbite de multiport pe orice interval de timp (—oo t) : — formalismul de imitanță, în care energia absorbită piuă la momentul t pentru semnalul de intrare x este exprimată prin W) = Be(' dt, J—СО ( ) unde = y* x ; — formalismul de repartiție, în care energia absorbită este dată prin formula -E(t)=C (!a«- b(f)|]*)dt, * —СО ( ) unde a = (У + x), b = V ІУ “ x)- ( ) Relația ( ) rezultă formal din ( ) deoarece || a|i - ||b | = a*a - b*b = -i- (y*x + x*y)=Re (y*x) Se remarcă faptul că aceste formalisme necesită organizări distincte de spații de semnale [pentru care ( ), ( ) au sens] în acest punct vom prezenta definiția pasivității în formalismul de imitanță Trebuie de asemenea remarcat că puterea absorbită poate să nu aibă sens pentru sisteme relativ simple, dacă semnalele de intrare sînt distribuții; de exemplu, pentru uniportul rezistiv (rezistor) dat prin и = Ri, nu este definită mărimea p(t) dacă i = S(t) Pentru a da caracterizări energetice pentru o clasă cit mai largă de sisteme, este natural ca semnalele de intrare să fie cuprinse în clasa a funcțiilor test, ceea ce vom presupune în ambele tipuri de formalisme Un sistem uniport avînd operatorul de imitanță asociat T : se numește semipasiv dacă pentru orice x e avem Re ( xy dt > ; ( ) •'—©O dacă în plus pentru orice t e R avem ( ) se spune că sistemul este pasiv (evident, produsul xy aparține lui LJ Așadar, pentru un sistem pasiv real, rezultă că energia absorbită pînă la orice moment de timp este pozitivă, adică sistemul stochează energia și nu o generează; evident, orice sistem pasiv este semipasiv, reciproca fiind în general falsă Un rezultat fundamental datorat lui Youla [ ] este cuprins în Teorema IV Fie un sistem def init printr-un operator de imitanță T : -> L’ Dacă sistemul este liniar și pasiv, atunci el este cauzal Demonstrație Fie l e R arbitrar fixat și x, хге , у =T{x), Уі — Tțajj) Presupunem că x(t) = pentru i , adică j—OO f“° — — Re\ « ( / -г ^y) df > și cum ,r (t) = ^x(t) pentru t * — со Deoarece a este un număr real arbitrar, rezultă că Ee(" %ydt = O J— înlocuind aici cu ja 'lt rezultă că și partea imaginară a ultimei integrale este nulă, deci ’ хгу dt = ( ) Din inegalitatea lui Schwartz rezultă că pentru orice interval compact £ K astfel incit integrala din membrul al doilea să fie orieît de mică, deci în mod necesar |y| dt = și cum К este, arbitrar, rezultă că ?/(t) = a p , t (LV* )n și trebuie remarcat că în ipoteză mi se cere ca sistemul să fie invariant în timp; reciproca teoremei este în general falsă Pasivitate; formalismul de repartiție Am văzut că în formalismul de imitanță, formula ( ) are deplin sens dacă a-e @ și у e Li*:, deoarece atunci y*x aparține clasei L)™ și integrarea se face ~ c m pe un interval mărginit; in formalismul de repartiție, relația de definiție ( ) are sens dacă a iar b e L (nu ІД ®, deoarece în general b nu are suport mărginit) Fie atunci un sistem avînd operatorul de repartiție asociat T:^->L , a b - l\a) Acest sistem se numește semipasiv dacă pentru orice a e avem Г (И«)| - | W)dt^o — гл ( ) și este pasiv dacă pentru orice t e R avem (|ft(t)P i &(/)!*) ш>о ( ) Evident, orice sistem pasiv ®->L este semipasiv, nu și r> iproc Definițiile anterioare se extind la operatorii Qn - $, înlocuind a(t) | cu a(?) , etc Pentru sisteme definite prin operatori de repartiție se poate stabili următorul rezultat [ ], de legătură între liniaritate, pasivitate și cauzalitate Teorema IV Fie un sistem liniar definit pr intr-un operator de repartiție T - Q> »L Sînt echivalente următoarele afirmații : (I) sistemul este pasiv, (II) sistemul este cauzal și semipasiv Demonstrație (I)=>(II) Presupunem sistemul pasiv și trebuie arătat că el este cauzal; in caz contrar, ar exista un moment tu e [R și o funcție a e (I) Presupunem sistemul cauzal și semipasiv și fixăm t R arbitrar ; fie > t un alt punct fixat și X : R ->R o funcție de clasă C“, egală cu pe intervalul (—oo, t ), egală cu pe oo) și descrescătoare pe [t , țj Fie (V)a e fixat și ă = \a Evident, semnalele a și ă coincid pe ( —oo, t ) și atunci, conform ipotezei de cauzalitate, răspunsurile corespunzătoare b = T(a) și b — T(ă) vor coin- c ide de asemenea pe ( — со, t ) De aici și din semipasivitate, se obține /Q /*°° r°° [/>(/) | , unde (V) le®, energia absorbită pină la momentul I este — di — inductorul u = L ■— , L > O, unde di £(/) — > O, socotind i(-oo) — ; c‘ — capacitorul u= i i(t) dt, C> ; în acest caz, J —oo i(Z) și лt ■E( ==\ a( ( ) dt=C\ u( u'(l) di = — u^lj > O, J-oo J-oo socotind că u( —oo) = Toate aceste trei sisteme silit cauzale, conform teoremei IV (b) Fie operatorul T: fixat Operatorii! poate fi in mod evident considerat fie ca operator de repartiție fie ca operator de imitau tâ fn ambele situații operatorul este cauzal, dar nn este pasiv oricum ar fi considerat Dacă T este operator de repartiție din E(l) \ {I , * —oo decuwțe pasivitatea sistemului asociat Dacă T este operator de imitanță, atunci el nu este pasiv Pentru a dovedi această afirmație considerăm semnalul real din Э, ®o > O» supp ( v (c) Fie / L )^ o funcție nenulă a p și liniar definit prin operatorul de imitanță / unde ff(O = ( K(G t) x(t) d-r J-oo Acest sistem este semipasiv, deoarece r°° A(oo) = \ ff(() x(l) df = — f(i) x(t) Ai a -> “ г > О, (V) x e ffi Totuși sistemul nu este pasiv căci (V)felR expresia £■(!)= c\ f(f)x(Z)dl, unde с l ПО х(Л - a'(f) : liniaritatea și cauzalitatea lui " sint evidente : apoi pentru orice senina) de intrare ițS și pentru orice ( cu x(/)^ , energia absorbită de sistem piuă la momentul l este :{ este fixat Dacă [f, f l este suportul unui semnal aU) din © atunci pentru orice l„ cu tt - , se numește pozitiv reală (pe scurt PR) dacă în semiplanul a = = Re s > O sînt îndeplinite următoarele condiții: ) H(a) este reală [adică II(s) =H (s), conform principiului simetriei]; -) H(s) este olomorfă [adică toate elementele lui H(s) sînt funcții olomorfe în A]; ) partea hermitică a lui H(s) este pozitiv semidefinită (adică z*[H( ?) + H(s)] z > pentru orice vector coloană z e C") Teorema ГѴ Fie un sistem descris în formalismul de imitanță prin operatorul T Dacă sistemul este liniar, con- tinuu, invariant în timp, real și pasiv, atunci transformata Laplace a funcției matriceale de pondere, II(s) = Lh (s), este o matrice PR Demonstrație Deoarece sistemul este real, adică la semnale de intrare cu valori reale corespund semnale de ieșire cu valori reale, condiția de pasivitate ( ) revine la l (x*y -y*x) d/> , (V)teR, (V)xeS" J —OO ( ') Deoarece & este dens în Sf, operatorul T se poate prelungi la un operator T : ^"^(Li ®)”, cu păstrarea inegalității ( ') Conform teoremei IV , sistemul este cauzal și fiind invariant în timp, rezultă că toate elementele matricei de pondere li sînt din Q)\ (teorema ГѴ ) Aplicăm sistemului un semnal de intrare de forma x = ze“ X(i), я > , unde z e CB este un vector constant (vector coloană de tip »X iar X : £R —> t - e (t și e > fiind fixate) Atunci x e â”, deci este un semnal admisibil pentru testarea pasivității și x — ze’ pentru t^ t ; răspunsul corespunzător este у = h* ze*‘, adică у = H(s)ze“ [căci (V) = = ] Matricea H(e) este olomorfă și evident, H(a) este reală (deoarece sistemul este real) în sfîrșit, probăm ultima proprietate din definiția matricelor PR : aplicînd semnalul inițial zesiX(t), rezultă că pentru t J— ț ’ [z*e,'ll(s)ze,‘ -z*e ,ll*(e)ze*']dt -’OO pentru a > , de unde z*[H(s) - H*(s)] z > (V)z e C" iu semipla-nul a > Formalismul de repartiție; matrice MB O matrice păr iută S(s) = [ de funcții de variabilă complexa $O:A—->(D, definite pe un deschis care conține semiplanul a> , se numește mărginii radă (pe scurt MB) dacă in semiplanul a = Bcs> >înt îndeplinite următoarele condiții : ) S(a) este reală; ) S(s) este olomorfă ; ) matricea hermitică l)(s) = I — S*(s) S(, ) este pozitiv semidefinită [matricea l)(s) se numește matrice de disipație] Teorema IV Fie un sistem descris în formalismul de repartiție prin operatorul Z : -> (L )“, m > Vacă sistemul este liniar, continuu, invariant în timp, real și pasiv, atunci transformata Laplace a funcției matriceale de pondere, S(s) = Lh(s), este o matrice MB Demonstrație Printr-un procedeu similar cu cel utilizat in teorema IV , operatorul T : a i-rb se poate prelungi la un operator liniar continuu У'“ >L£ cu păstrarea inegalității din condiția de pasi-vitat e Din teorema IV rezultă că sistemul este cauzal, deci pentru elementele matricei S(s), avem s(/e^+, Ki,j , deci z*[l — S*(s)S(s)]z > (V)z e C pentru a> și teorema este demonstrată Legătura între matrieele PR și MR în vederea aplicațiilor este util să se stabilească o legătură între matrieele PR și matrieele MB Demonstrăm în prealabil berna Fie o matrice, Z = Z(s) de tip nx n de funcții de [variabilă complexă A—>(C(A fiind un deschis în C); presupunem că Z - I este nesingulară în A și notăm S = (Z — ) (Z - l)-\ D = — S*S Pentru orice z e C, fie \v — ( - l) z, deci (Z— ) w = Sz și (Z - ) w = z în aceste condiții, au loc relațiile (a) (Z - )*D(Z - ) = Z„; (b) [(Z - irrZ^Z - l)-i = D; ( ) (c) iv*Z„w = I z|, - ||Sz|| = z*I)z Reamintim că Zw =— (Z -Z*) în particular, H este pozitiv J semidefinită dacă fi numai dacă S este contracție С”~>СЯ pe A (adică |iS||cl) Demonstrație Din definiția matricei S rezultă că S(Z - ) = = Z - , deci (Z - )*S* = Z* - , de unde (Z - )*S*S(Z - )= = (Z* — ) (Z — I) Folosind egalitatea (Z* — ) (Z — ) = =(Z* - )(Z + ) - (Z* + Z) = (Z* - ) (Z - I) - Z,n rezultă relația (a) din ( ) Egalitate (b) rezultă din (a) folosind faptul că luarea inversei și adjunctei unei matrice sînt operații care comută Pentru*egalitatea (c) se folosesc relațiile șt IjSz]; = ||Zw — wj! == |:Zw|i - — w*Z„w zj| = |[Zw - w|| = JZw|| - |[w| - w*Zww și prin scădere se obține (c) Cu această pregătire, se poate formula Teorema IV Fie o matrice Z = Z(s) de funcții A -> (E de variabilă complexă s, unde A este un deschis din planul complex con-ținînd semiplanul x = Res> Sînt echivalente afirmațiile: (I) Z este o matrice PE ; ) I a) matricea Z + este nesingulară în semiplanul a> ; | b) matricea S = (Z — )(Z + ) este de tip MR Demonstrație (I)=>(II) Dacă Z - ar fi singulară în a> , atunci ar exista z e Fie apoi zel” fixat arbitrar și w = (Z - l) z; înmulțind relația (a) din ( ) la stînga cu z* și la dreapta cu z, se obține z*Dz= w*Znw, deci conform cu (I), rezultă z*Dz > în a> , adică matricea S este MR (II)=>(I) Fie w e arbitrar fixat și z = (Z - ) w înmulțind relația (b) din ( ) la stînga cu z* și la dreapta cu z, rezultă vv*ZjjH = =Z*Dz și conform cu II, b), rezultă că Zw este pozitiv semidefinită in a > Prin trecerea de la S la Z, olomorfia se păstrează și teorema este astfel demonstrată Matrice PR și MR real-raționale Proprietățile definitorii ale matricelor PR și MR sînt, în general, mai dificil de verificat; de aceea este important să existe criterii de testare a condițiilor PR și MR și în acest sens, vom da două teoreme de reprezentare Vom nota cu M„([R(«)) inelul matricelor de tip nXn, avînd ca elemente fracții raționale în variabila complexă s = a - cu coeficienți reali; aceste matrice sînt numite real-raționale în § am arătat că funcțiile matriceale de circuit ale rețelelor constituite din elemente RLC fac parte din clasa Jf„([R(s)) Evident, singularitățile matricelor din M„([R(s)) pot fi numai poli, pentru că elementele lor sînt funcții meromorfe C —> C Coeficienții fracțiilor raționale considerate fiind reali, polii și zerourile sînt reali sau în perechi de numere complexe conjugate Vom nota totodată prin tf„(/I+) subinelul lui Jf„([R(s)) format din matrieele real-raționale care sînt olomorfe în semiplanul a > Fie A(s) e o matrice eu polii pe axa frecvențelor l eale s = jo», welR, cel mult simpli și anume , , ± ; fă- cînd convenția w *= —și w = , polii vor fi , jwt ( — Se pot defini atunci matricele-reziduu asociate matricei A(s) ca fiind Ea, = lim -— A(s), Et = lim (s — jwt)A(s), —rn^k^rn, s-»oo [în particular, Eo = lini sA(s)]; evident, E * = Et De exemplu, «-» pentru matricea s A(S) = s - o s din JI (H+), avem polii , oo, ± j, deci m — și matricele-reziduu asociate sînt E (i e pozitiv semidefinită) în semiplanul a = Re s> a) Z(s) АІ„(Я+); b) Z(s) are poli cel mult simpli , oo, jco, pe axa imaginară П) s = jw, iar matricele-reziduu asociate E», Eo, Е,- sînt hermitice și> ; c) ZH(s) > pentru s = jw, ы e IR, cu excepția polilor oo, (—m (I) Fixăm у e ф“ și notăm fv(s) = y*Z( )y, deci Re/V(s) = y*ZH(s)y Avem decide probat faptul căRejfv(s)> in domeniul a = Re s > Introducând matricea Zr(s) = sEoo + r , £ ( I • ’ | S Ui \ s — jtojt -• JCOjt rezultă că există S și y*(sE )y = a(y*E„y) > \ J a - - со pentru a> Apoi avem E* = PA + jQt (cu P», QA matrice reale) și cum Ел este hermitică iar Efc = E », avem Ef = P( — jQț = EĂ = = Pt + jQideci Pț = PĂ , = —Qt Grupînd termenii asociat! unei perechi curente (—k,k), se obține Ei- | E~* А у y* / Efc - jQt S — JCOfc ' S + jtofc/ \ S — jWfc Pț - jQfc V, * / / sPfc — fa>fcQfc \ V S + ^ / Apoi din faptul că Ря = P > , V/f = și cum x> a + ы -{- o pentru Re s > , s + co |s + s + pentru a = Re s > Prin însumare după к rezultă іе[ѵ* г(з) v] > , a > și totodată у* я (jto)y = pentru u># , oo, cot ( ) Așadar am demonstrat că primul termen din descompunerea ( ), adică y*Zjj (s)y este pozitiv în semiplanul drept și este nul pe axa imaginară (cu excepția unor puncte izolate) Pe de altă parte, ma- tricea Z(s) definită prin ( ) variază continuu pe axa imaginară și din ipoteza II, (c), împreună cu relația ( ), rezultă că y*Z„(jm)y > Așadar, funcția complexă fv (pentru orice у fixat) este olo-morfă iu semiplanul drept și are partea reală nenegativă pe axa imaginară, deci conform principiului minimului părții reale, rezultă că Be fv(s) == Re y*Z(s)y = y*ZH(s)y > pentru a = Re $ > , deci am probat (I) (I)=>(II) Prin continuitate, rezultă că (I)=>(II), (c) Probăm că (I)=>(II), (a) și pentru aceasta, presupunem că (II), (a) nu ar avea Ioc, deci matricea Z(s) ar avea un pol s cu Re s > , de multiplicitate p(p> ) în acest caz, partea principală a dezvoltării Lau-rent a funcției /„( s-) în vecinătatea lui s , pentru у e C" fixat, ar fi de forma — ■ (У*Ку), unde К = -— - [($ — So^Zf»)]^’ (s - e )” (/> - ) Notînd y*Ky = - І і/ și s — s — pe , rezultă Re ~(y*Ky) = p“^(p„cos рв + ^sinpO), (s ~з Г deci această expresie are semn variabil în vecinătatea lui s , ceea ce contrazice ipoteza (I) în mod similar, matricea Z(s) nu are poli de multiplicitate p > pe axa imaginară s — jm și rămîne de analizat cazul cînd pe această axă ar exista, poli simpli, caz în care Re fv{s) ar fi aproximat in vecinătatea lui s prin p“’(p^cos -|-g;/sinO) și cum pentru e | sar că qv , deci matricea, Et este hermitică și deoarece p > , ea este și pozitiv semidefinită; similar se raționează pentru Eo, EM, deci (I)=>(II), (b) Teorema este complet demonstrată avem Re /y(s) > , rezultă în mod nece- Observații a) Orice matrice Z(s) A/B(R(s)) are in mod evident proprietatea că Z(a) are toate clementele reale pentru orice x real (cu excepția polilor reali) Din teorema precedentă rezultă că orice matrice care verifică (I) verifică și condiția (II), (a), deci este de tip PR Trebuie de asemenea remarcat faptul că în cazul cind (II), (а) (II), (b) sint veraficale, este suficientă testarea condiției (I) numai pe axa s joi în concluzie, teorema IV dă condiții, mai lesnicioase decît aplicarea definiției, pentru testarea apartenenței unei matrice la clasa PR b) în teorema IV l, (c) s-a probat că partea hermitică a matricei hibride II este pozitiv semidefinită in semiplanul x> Din teorema V , (I) se deduce că aceasta este o matrice PR Așadar, matricea hibridă a unui multiport, constituit din elementele К L С pozitive, este PR ; cu alte cuvinte, din pasivitatea locală a elementelor constituente, decurge pasivitatea globala a structurii de tip multiport Trebuie remarcat că oiomorfia decurge din semipozitivitatea părții hermitice, deoarece matricea face parte din clasa JI„(IR(s)) Pentru matricele de tip MR din clasa ,Vn(R(s)) are loc următoarea teoremă de reprezentare Teorema IV i'ie S = S(s) e JT„(R(s)) o matrice oarecare și D = — S*S Sînt echivalente următoarele afirmații: ( D(s) > în semiplanul a==Res> ; a) există pe ara imaginară s = jw Demonstrație (П)=> (I) Pentru orice у e C" fixat punem => | z(j (V) у e II) Pentru orice vector complex unitar z e C‘‘ avem [qhfs) Atunci elementele matricei S(s) sînt majorate în modul de pentru a> și, prin continuitate, acest fapt se menține și pe axa a = Folosind principiul prelungirii analitice, rezultă că există și astfel am probat (II), (a), folosind ipoteza (I) Afirmația (II), (b) rezultă din (I) prin continuitate Teorema este demonstrată Prezentăm acum o teoremă care oferă cîteva majorări corespondente in formalismul de imitanță și î formalismul de repartiție Teorema IV Fie Z = Z(s) o matrice n X n de] funcții de variabilă complexă A - astfel îneît (V)y e (Ея І| (*)УІІ (П) Din ipoteză rezultă evident că v*Znv > > ^T IIУ IIй Și punînd w = (Z + l)y, se obține ||w|| — |jw|[ Folosind relația ( ) (c) din («r + l) fc Ierna , rezultă că ]iSnJ| (I) Se poate presupune y^O; punînd w = (Z — I)y, se obține Sw = (Z — i) y, iar inegalitatea din ipoteză ||Sw|| ^fe ' v se scrie atunci !W + ЦУИ - y*Z„y si pe de + fc ‘ alta, a (l - k ) v (sau fără pierderi) dacă este pasiv și, în plus, - ||b-|=) dt = ( ) De exemplu, predictorul ideal [exemplul , e)] este semipasiv, dai nefiind pasiv, nu este fără pierderi Pentru sisteme liniare reale și invariante în timp, caracterizate prin matricea de repartiție S(s) presupusă din JZ„([R(s)), se pot obține condiții mai concrete care asigură uedisipativitatea Așadar, un astfel de sistem este nedisipativ dacă și numai dacă sînt verificate condițiile : (a) S(s) este olomorfă intr-un deschis cuS В(з), В(з) = (з)А(з), anume S(s) =Ж») - ] [Z(s) + ]-’ auS( ) = [ - Y(s)] [Y(e) + I]-’ ; (b) Dacă multiportul admite formalismul S, atunci există reprezentarea В(з) = S( )A(s), atunci există o matrice unică Z (s) de tip PR astfel ca I( )i->U( ), U(s) = Z( )I(s), dacă și numai dacă det ( —S(s))/ , a> ; c) Dacă multiportul admite formalismul S, adică există reprezentarea B(s) = (з)А(з), atunci există o matrice unică Y(s) de tip PE astfel ca U(s)f-I(s) = Y(s)U(s), dacă și numai dacă det (I - S(s))^ O, a> ; d) La punctele b) și c) matricele de imitanță sînt date de Z(s) = = [ - S(«)] [I — S(s)] J • respectiv Y(,ț) = [ — S(s)J [ ~S(s)]-’ Observații, (a) Teorema IV arată că dacă există formalismul de imitanță (Z sau Y), atunci există întotdeauna și formalismul de repartiție S Reciproca nu este în genera] adevărată ; de exemplu, se consideră matricea S = [ ' o ( ) Sistemul corespunzător este fără memorie, pasiv (S*S = , deci E(t) — , (V)( eR) și cum p(t) == O, (y)fg|R, se spune că sistemul conservă puterea instantanee Orice sistem care conservă puterea instantence este nedisipativ, dar există sisteme nedisipative, i di \ care nu conservă puterea instantanee [ de exemplu и = I -I Deoarece pentru matri- l dt ) cea S dată de ( ) avem det ( - S) = O și det ( — S) = , rezultă că sistemul considerat nu admite nici formalismul Z nici formalismul Y Matricea S dată de ( ) corespunde unei transformator ideal cu raport de transformare : (b) Ținind seama de proprietățile cuprinse in teorema ГѴ , rezultă că un multiport reciproc are matricea S simetrică, S'(s) = S(ș) (e) Pentru un multiport nedisipativ dat prin formalismul de imitanță, condiția ( ), (b) se traduce, folosind ( ), (b), prin Z„(jo>) = Osau YK(joj) = pentru orice ot® cu excepția polilor Se mai poate scrie Z(jo) - - Z'( —jto) = , respectiv Y(jo>) -+ Y'( jco) = ; aceste condiții se prelungesc la întreg planul complex, cu excepția polilor, anume Z(s) - Z'(-s) = , Y(s) - Y'(—s) = ( ) Aceste relații sînt valabile, ca și relația S'( — s) S(s) = a p se®; aici sînt probate pentru matricele din clasa V,(R(s)J; pentru cazul general se poate consulta [ ] Condițiile ( ) sînt valabile și pentru un formalism hibrid propriu-zis, adică H(s) - U'( —s) = U (d) în demonstrația teoremei IV am introdus matricea Zr dată prin Z’-(s) = sE« Eo is E* , E * : r ~ s ~ > »-A’ + ]“* Vom introduce o matrice modificată prin Z,J£((s) = Q -,Zr(s), £( ) unde Q este o matrice constantă și antișimetrică Calculind matricea — Z„^(~»), se obține că Z„,y(s) - Zid(—s) = , care arată ca ( ) este reprezentarea generală a unei matrice din clasa Mn(R(s)) a unui sistem fără pierderi (e) Din cele arătate s-a văzut că formalismul S este mai cuprinzător decît formalistele de imitanță Se poate arăta că pentru un multiport liniar, invariant in timp și pasiv, existența unui formalism hibrid este echivalentă cu existența formalismului S Acest rezultat este un caz particular al faptului că orice funcție olomorfă în semiplanul a> cu valori operatori de contracție //—►// ( fiind un spațiu Hilbert) este funcția caracteristică a unui operator liniar continuu și invariant în timp al unui alt spațiu Hilbert Acest rezultat este fundamental pentru teoria sistemelor liniare, continue, invariante in timp și pasive [ , ] Ca un caz particular, se poate arăta că orice multiport constituit din elemente II, L C pozitive, giratoare și transformatoare ideale (un astfel de element este descris prin ut nu , i ■ - —пц cu n real) admite un formalism b, cu matricea S(s) de tip MR [ ] ( Un rezultat majorai teoriei realizabilității metricelor de tip PR din clasa J/B(R(s)) se poate formula astfel : l'iind dală o matrice Z(s) e Mn (®,s)) de tip PR, există întotdeauna un multiport (neunic in general), constituit din clemente К, I , C pozitive, giratoare și transformatoare ideale, care admite un formalism de imitanță, pentru care matricea asociată este Zis) Demonstrarea acestui rezultat important constă în elaborarea unor procedee concrete de sinteză și în găsirea unor structuri de circuit care realizează anumite imitanțe Expunerea amplă a acestor metode și procedee este cuprinsă în [ ] Funcții pr și funcții mr In cazul n = multiportul devine uniport, iar funcțiile matriceale devin funcții uzuale Formalismul hibrid nu are sens și există doar formalisme de imitanță și de repartiție Definițiile de bază corespunzătoare acestei variante scalare sint date în cele ce urmează Fie o funcție F(s) de variabilă complexă, F definită pe un deschis Д din (Г eonținînd semiplanul a> Această funcție este pozitiv reală (pe scurt pr) dacă iii domeniul se > au loc proprietățile : ) F(a) este reală ; ) F este olomorfă ; ) Be F(s) > Fie o funcție S(s) de variabilă complexă, ’ : A->C Se spune că această funcție este mărginit reală (pe scurt mr) dacă in domeniul a > sint verificate proprietățile : ) $(а) este reală; ) S este olomorfă; ) D(s) = - S(s)S(«) > Reenunțăm teoremele date anterior pentru matricele din clasa Uf„(K(s)), pentru clasa K( s) = Uf/Rțs)) a fracțiilor raționale în s cu coeficienți reali Teorema IV ' Pentru orice fracție rațională F(s) din IR(s) sînt echivalente afirmațiile : (I) Re F(s) > pentru a > ; (a) F(s) e adică este olomorfă în semiplanul cr > O ; (b) F(s) are poli cel mult simpli pe axa s — j«, iar reziduurile corespunzătoare sînt reale și pozitive', (c) Re Fls) pentru s = jw, ысй, cu excepția polilor Deoarece o funcție de tip pr realizează o aplicație olomorfă care duce semiplanul drept în el însuși, cu păstrarea semiaxei reale pozitive, rezultă că prin compunerea a două funcții pr se obține tot o funcție pr; de asemenea, dacă o funcție f este de tip pr, atunci — are aceeași proprietate (căci dacă Re/> , atunci Re - >C/j De aici rezultă două consecințe importante : ) dacă un uniport liniar, invariant în timp și pasiv admite descrierea Z cu matricea Z(s) de tip pr, atunci el admite și descrierea У cu matricea У(з) de tip pr, egală cu /Z(s); ) o matrice de tip pr din JfjdRțs)) nu are nici poli și nici zerouri în semiplanul и > Fie un polinom P(s) în variabila complexă s cu coeficienți reali și sk, rădăcinile lui P (cu ordinul de multiplicitate rt) Atunci у rA gr P Reamintim că polinomul P se numește роМиотп t-i Hurwitz în sens strict (sau polinom stabil) dacă Rest ; (a) există ă j Rezultă că pentru o funcție rațională A'(s) — de tip mr, Sînt echivalente afirmațiile : (I) F este funcție de tip pr; a) funcția F(s)-г- l nu se anulează în a> ; (И) x b) funcția S(s) = —— -—■ este de tip mr F(s) + Pentru decit Teorema IV Fie o funcție rațională F(s) = din IR(s) (?(*) aplicații, teorema IV ' se dovedește mai puțin utilă, iSiiit echivalente următoarele afirmații : (I) F(s) este de tip pr; (П) a) P(s) -|- Q(s) este polinom Ifurwitz în sens strict ; b) Re P(j«) , (V)w e IR Demonstrație (I)=>(II) Din ipoteză rezultă că Re Fțjm) = ,r P(j °’ ^V^we!R pe axa s — j («)•= -ад Ă'(s)= după calcule imediate, deci D(jm) > , conform ipotezei (II), b) Vșadar '( s‘) este de tip mr și împreună cu ipoteza (II) a), rezultă că este de tip pr, în virtutea teoremei IV ' Utilitatea teoremei IV constă in faptul că pentru testarea proprietății pr nu se mai recurge la un calcul de reziduuri, ci se testează apartenența la clasa polinoamelor Hurwitz în sens strici a polinomului P(s) - Q(s) (pentru care se poate aplica de exemplu criteriul lui Routh) și de asemenea se testează condițiile în care polinomul Re P(jo) O(j are forma canonică ( ), iar această formă corespunde unui uniport disipativgeneral (adică cu elemente L, C > și cu giratoare) ij l" Exemple șl aplicații a) Fie Z(s) o funcție rațională din IR(s) de tip pr Dacă Z(s) are poli pe axa s jw atunci are loc descompunerea Z(s) Zr(ș) + Z,(s), unde Zr(s) grupează părțile principale relativ la polii de pe axa s jc>, iar Z,(s) nu are poli pe această axă (și se numește furiei ic de reactantă minimă') Funcția Z,(s) poate să aibă zerouri pe axa s = iar inversa l',(î) = este de asemenea de tip pr și poate avea poli pe axa s = jo> Separînd partea nedisipativă, se obține Y,(s) — î't(s) + РгС'і unde i t(s) grupează părțile principale relativ la polii de pe axa s = jo>, iar l'a(s) nu are nici poli, nici zerouri pe această axă Am obținut astfel descompunerea Z(s) = Zr(s) -j- - Funcția Z (s) = t/ys(s)nu are poli și nici zerouri pe s — jw, deci ( + l' (s) polinoamele P (s), (ț (s) de la numărător și numitor au același grad și totodată ^ , Qt(b) Pe de altă parte, Re Z (s) își atinge valoarea minimă pentru s = jo și fie H ,m această valoare Funcția Z (s) — Z (s) — H m este de asemenea de tip pr, iar partea reală a sa se anulează în ce] puțin două puncte conjugate de pe axa s = jc Funcția Z (s) se numește funcție minimală Reprezentarea descompunerii realizate este indicată în fig O descompunere similară are loc pornind de la o funcție rațională de tip T(s) De exemplu, fie funcția Fig Extragerea funcției minimale corespunzind unei funcții pozitiv reale s + s - = -г- — în acest caz, polinomul ( s« + s - ) + (s* - s - ) = s + Gs + cste Hurwitz în sens strict; numărătorul și numitorul nu au poli pe axa s = joi Se verifică de asemenea condiția , b) din teorema IV , deci Z(s) este o funcție pr Cu notațiile de mai sus, avem Zr(s) = , Z (s) = Z,(s) = Z(s), Y'(s) = , Fs(s) = F (s) = — (s) Pentru • = j ) — și minimul acesteia este cule imediate) Avem > - W + atins pentru ы = , cu valoarea = Re Z(j) = (după cal- , s - s - Za(s) - Z(s) - = s + s + și pentru partea reală a lui Z (s)sc anulează în punctele ±j Așadar aceasta este funcția minimală Fără a prezenta detaliile de sinteză de tip Brune [ ], se obține rețeaua electrică dată în fig Deși tripolul figurat între punctele a, b, c conține un element negativ Fig Exemplul de sinteză a unei funcții pozitiv reale inductaid a -, acesta este echivalent cu transformator perfect avînd — , £ = , Zc == (coeficientul de cuplaj) P(s) !>) Fie P(s) = as + , Q(s) bs + cu a, b constante reale și F(s) = —— Aplicăm testul de pr cuprins in teorema IV Avem P(s) - Q(s) = (a -r b) s — și acesta este polinom Hunvitz în sens strict dacă a - b> ; apoi Re P(jw) Q(j Așadar, F(s)= este o funcție pr daca și numai bs + dacă a> b> Dacă a> b, atunci inf Re l'(jta) = (atins pentru = ), iar daca ы a b b Fifiî Realizările unei funcții pozitive reale oinografice Circuitele electrice corespunzătoare sînt date in fig s + c) Funcția rațională F(s) = - ■ nu este pr, deoarece polinomul s - + + ss + = + nu este Hurreitz în sens strict d) Jinitanța de intrare a unui uniport ncdisipativ dată de S 'fi, «- S + ; ( se poate sintetiza printr-o rețea LC ca in fig 'о О Y(s) f i ro ( J Fig Sinteza iinitanțelor de intrare nedisipative Diporți pasivi: formalism» hibride Proprietățile generale asociate multiporților pasivi, prezentate anterior, vor fi detaliate acum pentru n = , adică pentru diporți în acest punct ne vom referi la formal ismele hibride cu matrice din J/ (DR(s)) și vom analiza mai întîi restricțiile impuse asupra matrieelor-reziduu Fie E matricea-reziduu referitoare la un pol fixat pe axa s = jco, E = ^ ^' ^ Din teorema IV rezultă că E este semidefinită, fapt ce arată că E are E=|PU L^a — j^ hermitică (E* = E) și pozitiv forma " jkb ^ ( ) cu restricțiile care^decurg^din faptul că E > : reale’și > ; k , kb reale și knk — k a — k b > ( ) Dacă polul este s = sau s = oo, atunci kb = așa cum rezultă din teorema IV Restricțiile ( ) se numesc condiții de reziduuri O consecință a acestora este următoarea : dacă Л are un pol, ka - - acest pol apare atît în elementul Hn cît și în elementul H ; în caz contrar am avea —k„ — kb^ , deci ka = kb = , ceea ce este absurd Considerînd partea hermitică a matricei H(j ) HM + Я;,(со) , HM - Я \(со) HM -î- flg,( ; нм + hm Ț Г HM - HM > ( ) Condițiile ( ) sînt de obicei deduse in literatură într-о formă particulară, pentru formalismul de imitanță și se numesc condiții de rezistență Sub forma anterioară, condițiile prezente au valabilitate mai generală Din ( ) rezultă următorul fapt : dacă într-un punct e R avem [Я? (со) + Я?,(о)]г + [IHM - нмг>о, atunci acest punct nu poate fi un zero atît pentru H“ ((co)cît și pentru Я? (со) r z , Remarcăm in trecere că elementele diagonale Яп(в) și H i(s) reprezintă imitanțe de intrare de tip pr Restricțiile asupra localizării zerourilor au loc numai pentru elementele diagonale care sînt de tip pr în ceea ce privește localizarea zerourilor elementelor nedia-gonaîe nu are loc nici o restricție impusă de pasivitate Dacă se impune in plus condiția de reciprocitate, condițiile deduse capătă forme particulare, după cum descrierea este de tip imitanță sau de tip hibrid propriu-zis Pentru formalismul de imitanță, con- diția de reciprocitate Z(s) = Z'(s) se traduce prin kb = , Z («) = = Z (s) Condițiile ( ) și ( ) devin în acest caz : ^ ? reale ț и, A ^ , ^ ^' — ^‘n(w)’ •^i> (w) І? (ы) ? (со)— -^іг(ы) ( ) cu ZpeCjio) = ?рДы) - jJ'p,(w), unde ?p,, A'PC sînt reale Remarcăm de asemenea că matricele-reziduu pentru diporții pasivi și reciproci sînt reale Pentru formalisme de tip hibrid propriu-zis, condiția de reciprocitate ( , lnk - > ( ) flîdto), flt( o, -н\ (ыу-> o Structura canonică a matricei hibride corespunzătoare unui diport fără pierderi este dată, cu notațiile folosite în demonsv „ția teoremei IV , prin formula — s ( ) s- - af- unde matricele I’A sînt simetrice și > , iar QA antisimetrice In formalismul de imitanță matricea constantă (adică primul termen) indică prezența giratoarelor, iar in formalismul hibrid propriu-zis, prezența transformatoarelor ideale Exemple și completări, (a) Considerăm un n-port dat in formalismul de repartiție prin matricea S(s) = [Stt(s)] ) = ; pentru matrice finit dimensionale rezultă totodată și S(j ) «= Explicitind aceste două egalități, se obțin relațiile [scriind pentru simplificare Spjîn Ioc de Spe(jo>)] : I Su|« + |Sît|* = , |Slt|» + |S |» = , |SU| + |S |a = , |S l|a + |S » = big Alimentarea unui multiport în vederea determinării coeficienților ai mat ricei S De aici se deduce că dacă n(jco) = , adică este realizată adaptarea la poarta , atunci = adică rezultă adaptarea la poarta Acest rezultat este adevărat pentru diporți pasivi nedisipativi nu neapărat reciproci fc) Nu există nici un triport pasiv, nedisipativ reciproc și adaptat la toate porțile, într-adevăr, dacă ar exista un astfel de triport, ar rezulta S,,= și scriind că D(jw) = , sc obține relația matriceală ’ - |SI |a- |SI |= ^ ^ > іч о ^ - - |Sî ls 'i | ’ *>- 'i i — | і |" І^зз I* Hezultă mai întîi că elementele nediagonale trebuie să fie nule, adică SI = ,S = = o l’e de altă parte, elementele diagonalei principale egalate eu zero implică egalitățile | S' ;P — j,țlap= | , I ">i se obține o contradicție Trebuie remarcat că dacă matrieele ar fi infinit dimensionale (adică cadrul adoptat este cel al spatiilor Hilbert infinit dimensionale), atunci rezultatele de la punctele b) și c) se modifică Remarcăm de asemenea eâ exislă triporți nedisipativi, dar m reciproci Exemplul tipic este circulatorul (folosit in tehnica microundelor), descris prin matricea icnstanță ’ f О I) ; evident S'S — I (d) l n sistem fizic pentru care formalismul de repartiție este mai sugestiv este constituit de o linie electrică lunga, de lungime Z Ecuațiile unei asemenea finii, privită ca diport, sînt Ui(s) = ZĂ/s) eh (as) - Z (s) Ha sh (os), A(s) - At(s) eh (Os) + sh (as) unde o este o constantă reală, o> , iar ltn impedanța caracteristică a lhin-і ] nînd ca rezistență de referință irnpedanță caracteristică, se obține [ e er' e“** în acest caz după un calcul simplu, se obține D(s) - S*(s)S(s) = c- «” - punind s = аЧ- jw Rezultă ca matricea S(s) este de tip PR deși nu face parte din clasa M (fR(s)) Matricea il(s) are ca limită pentru «-*(), matricea nulă, deci sistemul este fără pierderi e) Considerăm o matrice de tip hibrid Ș - s« s* + s* + ~ sZ?» I+s + jt± s> -î l s + t unde He este o constantă reală si pozitivă Pentru s = oo avem iar pentru s j avem caz sînt îndeplinite condițiile de rezistențe ( ) in fig în acest Un calcul simplu arată că în acest f) Fie diportul electric indicat caz, Z (s) este o funcție de tip pr Matricea de imitanță Z(s) se serie direct : Z ЭД = Trecînd la matricea IV , se obține S(s) prin relațiile arâtalc in teorema r o r o S(s) = Fig Diport adaptat la ambele porți de tip trece-tot Calcidind matricea de disipație D(s) se găsește (Zfli -s) Jt ) (Z„(-s) + K )(Z (s) + Ko) De nici iezuiții că dacă Z (s) =- Zn(-s) adică Z (s) corespunde unui uniport fara pierderi, atunci D(s) deci diportul ar fi fără pierderi; in plus sistemul este adaptat Z (s) - Ho la cele două porti, arc funcția de transfer SJ (s) = — — —• Și constituie ceea ce Z (s) + Jt se numește o relea trece-lot Multiporți rezolubili Dăm o extindere a rezultatelor anterioare, subliniind mai pregnant cadrul distribuțional natural al teoriei rețelelor Fie un л-port (electric) РсФхУ, în care tensiunile și curenții sînt funcții vectoriale cu toate cele n componente din Л L (conform cu ) Multiportul P se numește rezolubil dacă (V)e e există o pereche unică (u, i) e P astfel incit e = u + i La punctul , a)a fost definit un diport rezolubil Dacă Peste liniar, pasiv și rezolubil, atunci se poate defini o aplicație liniară Ѳ : â " ег-j-i care în plus este continuă (într-adevăr, dacă > și ik, atunci; eA |;- = ||uA h -f- ||iA-|| + și din ipoteza de pasivitate avem Ь, ca operator al spațiului л L )’* în general, dacă Kt și K sînt două nuclee distribuționale astfel incit (V),r e S" să rezulte KAox e ! ”, se poate defini un nucleu distribuțional compus K,oK prin (Kto K )(t, т) = i KA(t, u) K (u, t) d« Această operație este asociativă, are ăl„ ca element neutru si, în plus, (KjoK )oX =Kjo(K ox), (V)xeSț Dacă Sl„ — К are invers relativ la operația anterioară, atunci \ = (Sl „ — К)- о К se numește matrice de impedanță, iar dacă К are invers, atunci Z = К- ° ( n — K) se numește matrice de admitanță în condiții ușor de descris [ ], dacă se cunoaște oricare din matricele de distribuții S, Y, Z, K, se pot determina celelalte trei, fapt utilizat sistematic in paragrafele anterioare ; de exemplu, dacă S B + S, n — S sînt inversabile atunci ¥=( , —S)o( n +S)- ,Z = ( „ + S)o( „-S)’ șiK=^- S(l„-S) De exemplu pentru un inductor uniport, variabil in timp, descris prin и — (L(t)i)' = L'i - Li', se obține Z(t, -) = Z(t) '(t — -) + - - -), Y(t, v) = c(t - t) și S(t, t) = (t - T) - o / r‘ dt \ f fT dt \ - — Ф® ф - ,), * ««) = vxp Г Se poate arăta că inductorul este pasivȚiXr(t) > , L'(t) pentru orice t și că este fără pierderi^! Z este o constantă pozitivă [l] Se poate întimpla ca S să existe, fără ca \ ,Z să existe; de exemplu, pentru transformatorul ideal diport descris prin ■ (t - t) ’« ( t) ' « (*) (/ - v) r?(t) - ?(t) ?(t) - [ c?(t) - ?(t)z unde S(t, v) = Pentru multiporți rezolubili se poate refonnula criteriul de pasivitate cuprins in teorema ГѴ : un я-port liniar rezolubil P este pasiv dacă si numai dacă există o matrice pătrată S(t, t) de ordin n pasivă [adică S(t, t) = pentru t b § Valori frontieră ale funcțiilor oloniorfe și aplicații Așa cum am mai menționat, presupunerea că intrările, ieșirile, funcția Green etc ale unui sistem ar fi funcții uzuale, este restrictivă pentru multe aplicații fizice, iar utilizarea distribuțiilor este indispensabilă în studiul sistemelor liniare, conceptul de răspuns-impuls are un rol important și, în plus, în cazul sistemelor invariante în timp, tehnicile Laplace și Fourier sînt utilizate în mod esențial O proprietate fundamentală în acest sens este olomorfia transformatei Laplace, prin care valorile frontieră ale acesteia sînt suficiente pentru determinarea valorilor globale (ca în cazul formulei integrale Cauchy) Dacă f: R->(E este o funcție continuă dată, în general nu există nici o funcție olomorfă F(s), F : (£ astfel încît F(t) = (V)t e (R Are loc rezultatul cunoscut [ ]: dacă f este continuă, atunci există o funcție olomorfă F :(E\supp astfel încît saltul F(t -f- je) — F(t — je), e> , la traversarea axei reale să aibă limită, egală eu /(t), cînd e-> Anume, funcția F este construită cu ajutorul integralei Cauchy, F( ) = — ,-(“ Л-dL J—oo t % Aceasta sugerează următoarea definiție Definiție- Fie/e , rezultă că limita (t - z)* P ii,„№ + » -№) л-o h lim //(«), -y( - y-)\ л-»о \ h \ / — £ — n t — %} / există și deci funcția/(г) este olomorfă in orice punct z cu Im г/ ; în plus ж= жг /ж nj \ (t - z)- / l’ămîne de probat că/ este olomorfă în punctele reale care nu aparțin lui К = supp/ Alegem o funcție-test ?eS egală cu în vecinătatea lui K Atunci ^/( ), y-—ȘÎ dacă ț>(l) și (Ѵ)г (C\supp/ — c Corolar Fie f e £' Pentru orice e > , avem * * ( \ У( oo ( ) \ t J Demonstrație Observăm mai întîi că dacă# oo, atunciДг)-* alegi rid IR este o funcție din , converge în sensul lui către tp(t) pentru s—> [în particular, funcția Ф rezolvă problema Dirichlet pentru semiplanul superior sau inferior cu o dată la frontiera IR = {Im# - } a acestui domeniu] Folosind acest rezultat, vom demonstra Lema Fixăm f e S' Dacă este o funcție mărginită împreună cu toate derivatele, atunci lim f" [/((+ je) -/(( - js)j ?(i)d( = ( ) E-> , e> Demonstrație Inegrala improprie din membrul întîi există conform cu ( ) Fie g(zf= (sgn y) (f(z) - /(«)) = -^ /f(t), — |y у = Im г \ \ ~Z\ / Conform relației ( ), rezultă , (V) OO e Facînd s—> și ținînd seama că g(t + je) = f(t + je) — f(t — je) și că Ф(і + je) Лф(і), se obține relația din enunț Conceptul de reprezentare Cauchy se poate extinde la anumite clase de distribuții temperate cuprinzînd c, polinoamele etc [ ]; pentru orice funcție f e L , reprezentarea Cauchy este л -со /(*) = —^\ /( C, numită valoare frontieră a luif, astfel îneît notînd f-(t) = f(t + je) — f(t — je), e> , să rezulte că л Q' Л -^f pentru e-> Neunieitatea rezultă observînd că pentru orice funcție întreagă II avem He (()-> pentru e -> , deci (/ + Л)£ pentru e -> Exemple, a) Considerăm distribuția Dirac , care aparține iui f‘ Folosind ( ), reprezentarea Cauchy a lui este funcția complexă : { }C, definită prin S(i) = l — z t — z f- njz ( ) De ase menea *A\z)= ^(b = (— )*+ к I л ь : - Se remarcă faptul că (Z +js) — Tqz*+ jE) = , / ® nu este funcție cu suport compact și totuși are loc î(ta + e ) formula ( ), dar nu pentru orice b) Fie s+ = VP ( -j și s = L s + L VP Ш Atunci (V)ț> e№ avem = — ( ) - dZ și observînd că ' + je , dacă Im s> , dacă lin , tJZ , dacă Im z , dacă Im z ^( F); anume, pentru orice e ,^( U) cu funcție olomorfă peZ\P, se alege un deschis Г din (E- unde V este închis, ast fel încît ІГ\ V , J , dacă Im z > , , dacă Im г a-l este injectivă și permite identificarea funcțiilor analitice pe U cu hiperfuncțiile asociate Putem acum da un sens precis conceptului de valoare frontieră Fixăm ©e (Z\Z ) și notăm j- ) ='/X și unde Integrala lui pe R este conform cu ( ) f°° r -dz rcjz și alegînd у ca fiind cercul fz J = , = e , Oe [— , ir), se obține ( t) dz = ; * — mai general, dacă U с К este un deschis oarecare care conține originea și dacă a(z) este o funcție analitică în U, atunci u( r) (z) dz = u( ), ceea ce constituie analogul formulei de filtrare ( ) Pe de altă parte, conform cu ( ) pentru ( ) = — , se obține njz / (x) = țțj ț r-rj- - j • Se pot defini de asemenea hiperfuncțiile VP = — x / \ „ ^x + j- x — j • J -j x = - S( z) + VP — ; nj z în particular, se regăsesc formulele lui Sohoțki (II ) = VP — T Ік (х) x ± j • x b) Am văzut că orice funcție analitică se poate asimila cu o hiperfuncție Arătăm că orice distribuție cu suport compact arc aceeași proprietate Dacă /ел',atunci funcția ”=>- ад - este injectivă și permite identificarea distribuției/ cu hiperfuncția opefft Așadar, hiperfuncțiile extind distribuțiile, fără a mai fi definite ca funcționale ; apare posibilitatea de înmulțire a distribuțiilor și de extindere a conceptului de soluție pentru operatorii diferențiali De asemenea, limbajul biperfuncțiilor este utilizat în mecanica cuantică (S-matrice, cauzalitatea etc ) Aplicații ale valorilor frontieră, a) Sisteme liniare cauzale și olomorfie în general, pentru un sistem liniar, continuu și invariant în timp, cu funcția de pondere h, este important de testat proprietățile fizice de tip stabilitate, cauzalitate, pasivitate etc ; proprietatea de stabilitate (la semnale mărginite de intrare corespund semnale mărginite de ieșire) este strîns legată de apartenența funcției h la clasa Ln in timp ce proprietatea de cauzalitate a sistemului depinde de apartenența lui h la alte clase de funcții sau distribuții Reamintim aici două rezultate clasice : ) Fie Hi clasa Hardy a funcțiilor IZ( ț) : С -> C, s = a - jco, cu proprietatea că H este olomorfă în semiplanul a > și există o constantă reală M > astfel îneît ZZ(a + j“) I deo^ M pentru orice a> Dacă H(s) e Hi, atunci există h e L л >\ astfel îneît Fh ( transformata Fourier a funcției de pondere a unui sistem cauzal [ ] Printre funcțiile din Ц cărora li se aplică acest rezultat, notăm -P(s) fracțiile raționale—( - cu gr P L cu funcția de pondere h este cauzal dacă și numai dacă factorul de transfer I'\(w) este va-oarea-frontieră a unei funcții din Hi ) în probleme de sinteza rețelelor electrice se pune întrebarea : în ce condiții există o rețea cauzală avînd factorul de transfer FA(«) cu modulul prescris ? Un răspuns este cuprins în criteriul lui Paley-Wiener : Fie L f ф> ; sînt echivalente afirmațiile: (I) constă /геЪ ПЙ[ astfel îneît ?( f), atunci sistemul respectiv este, necauzal [ ] în general, există multe rezultate privind valorile-frontieră ale funcțiilor olomorfe, care apar în teoria operatorilor cauzali, in probleme de dispersie, în teoria rețelelor electrice, iar cadrul L se dovedește insuficient și este important de privit valorile frontieră ca distribuții (sau hiperfuncții) Folosind aparatul teoriei distribuțiilor, se pot evidenția și alt legături între cauzalitate și analiticitate [ ], în cazul unidimensional Fie T un sistem liniar, continuu și invariant în timp; fie heS' astfel incit Tu = h*u, (y)uetf' Presupunem că sistemul T este cauzal (deci funcția de pondere h aparține lui conform teoremei IV ); facem de asemenea ipoteza că lt e - ”, deci h(t) e~at e ” pentru orice a> și se poate atunci defini transformata Laplace Д» («) = , s = a - jco, care este o funcție olomorfă în deschisul a > , mărginită de un polinom pe orice interval compact Am văzut I cu notații schimbate, de fapt printr-o rotație de u că pentru orice distribuție / e reprezentarea sa Cauchy /(s) = —— //(t), -este o funcție тг \ - jt / olomorfă în planul complex, cu excepția unui compact de pe axa imaginară și că/este valoarea frontieră a lui/; acest rezultat poate fi extins la orice distribuție din У" și, în particular, pentru / = Fh (transformata Fourier a Iui h) Așadar ^»( ) pentru Be s , deci transformata Fourier a lui k este valoarea frontieră a transformatei sale Laplace, în sensul convergenței slabe Deoarece he rezultă că Lh(s) — pentru Be s ) sau echivalent, / Fn (w), \ = \ — —jw/ pentru Be s > ; separînd distribuția I*’» în părțile ei reală și imaginară, rezulta relația — —jw Fh (w), — — jw Be s > = — J Luind conjugatele, se obține - \ - jco/ rezultă în final Re s> , ceea ce arată caprin cunoașterea numai a părț ii reale (sau imaginare) a valorii frontieră, este determinată complet funcția olomorfă respectivă Ca un exemplu, luăm / = a(t), treapta unitate (deci operatorul T este un integrator) Alunei și Лез(, deci Teste un sistem cauzal cu Aa(s) = pentru Re s> s " Pentru a—> rezultă > - — jVP = f’A(to) Dacă nu s-ar fi adoptat cadrul s ), în timp ce VP - = -— s pentru Re s> s jc ț jto / Menționăm că în lucrarea [ ], teorema , este evidențiat un criteriu ca o matrice de distribuții să fie valoarea-frontieră în sensul convergenței în У a unei matrice PR, obținîndu-se o nouă caracterizare a operatorilor de imitanță pasivi în aceeași lucrare este dată și o caracterizare a operatorilor de repartiție pasivi (teorema ), în termeni de valori-frontieră ale nnir matrice MR (b) Cauzalitatea și relații de dispersie Fie din nou un sistem liniar, real, continuu și invariant în timp T : ' -> (E astfel încît G = = — Fh să aparțină clasei L, (deci — h e L,) Fie r°° G(t) îțJ —oo t Deoarece G e Lz, această integrală există pentru Ini și în plus, cum G„ este valoare-frontieră a unei funcții olomorfe în semiplanul superior, rezultă că (?A(to) = pentru Im ы C e-> , e> J г°° / \ = — lim \ G(t) I ; -— |di = ~j е-» , е> ? да \ / — о) — j £ t — СП ~{* j г) / Г°° = — lim t ( ( -dt = ( (w) " s-»o,s>oj țț — w)a - e Pe de altă parte, lim ( (ы -J- je) = lim [G (со -j- js) — ?(co — je) ] = £-* , e> e-» , €> și ca atare, se obține relația ( ) Fie P — Ее G, Q ~ Im G, deci G = P + j Q ; atunci din relația ( ) rezultă P(«) = —/VP ——, Q(t) \ ; ) = t \ t — СО / t — ,P( > ( ) Egalitățile ( ) se mai numesc relațiile de dispersie asociate sistemului T Acestea se pot scrie succint P = —L Q*VP—, Q = — P^VP t t t t adică P = Hq și (? = — ЛР (în limbaj de transformate Hilbert) Funcția P se mai numește uneori partea dispersivă a sistemului Ca un exemplu, considerăm sistemul ’: s' —> £>', it u — e * u în acest caz, h(l) — ( ) — e , deci 'л(Ѵ) = — ; Și ( , este un semnal sinusoidal, atunci v(t) = T(u) = A sin ' t - A /, deci semnalul , + H Pasivitatea poate fi definită natural iitilizind produsul scalar din //, pentru orice pereche de semnale intrare-ieșire; in și am arătat că pentru testarea pasivității era necesară considerarea unor operatori cu domenii mai restrictive Q -э-Ц™(formalismul de imitanță) și Q ->L (formalismul de repartiție) — Pentru definiția cauzalității, este esențială separarea efectelor din trecut și a celor din viitor (față de un moment prezent fixat); punctul de vedere distribuțional a utilizat esențial faptul că mulțimea tini]) era [R, cu ordinea uzuală în cadrul spațiilor cu rezoluție, ordonarea trecut-viitor este realizată, prin introducerea unei indexări a elementelor rezoluției, așa cum se va vedea Menționăm că intr-un spațiu Hilbert fixat pot exista mai multe rezoluții distincte și că adoptarea acestui punct de vedere permite analiza unor sisteme descrise prin operatori relativi la funcții definite pe intervale fixate (nu neapărat pe întreg [R ca în cazul distribuțional) Se poate spune că spațiile cu rezoluție permit stabilirea unei legături in ambele sensuri intre teoria realizabilității și teoria sistemelor (în sensul lui [ ]) în cadrul acestei părți C a capitolului IV vom prezenta cîteva rezultate ale teoriei spațiilor cu rezoluție, uimind paralelismul cu rezultatele din partea В și încercînd astfel un studiu comparat al teoreiei realizabilității din două puncte de vedere fundamentale § Cauzalitate în spații Hilbert Noțiunea de rezoluție Fie II un spațiu Hilbert real (sau complex) Reamintim că un proiector al lui II este un operator liniar : P : II > H autoadjunct (P = P*) si idempotent [P = P, adică P(Px) = P(a?), (V) r II Fixăm în cele ce urmează o mulțime-timp total ordonată, avînd un element inițial t și un element final tf (de exemplu, = — [a, Z>], = INu{ R (x y) k—> (,r, ) este un proiector Dacă — L și t e R este fixat, atunci trunchierea P- : Ц-e x( *-*y( = r(Z) а(т — t) este un proieclor al lui b) în spațiul Hilbert = I , și pentru у R и { — oo oo) Io = — oo tf — oo, familia я - {P-} e- constituie o rezoluție in L , deoarece se verifică imediat proprietățile definitorii ° — I c) Fie // = I [o, b],X = [a, />], ta — a, t/ = b; pentru orice moment x fixat se poate defini proiectorul PT : I j [a, Z>] —» L |a, ft] x(f) yțf) x( dacă e k, și P-eo = , Рда = |, ■ Este evident că familia {Рг)^ ^- constituie o rezoluție în , de fapt obținută din rezoluția dată în exemplul b) prin discretizarc Se poate de asemenea construi analogul discret al rezoluției date in exemplul c), prin împărțirea intervalului [a, A] în Л părți egale (jV> convenabil) e) Fie H - Ж", n> , cu produsul scalar uzual și X = { , , , , n},/ = Q, tj = n Pentru orice re/ se poate defini operatorul P* :ЖП—»(Rn, z =(x,ij-, Xj+v ■ > >—> ij = (x„ x , xt, , ), și familia constituie o rezoluție în spațiul euclidian IR” Fie ât = {P,}( ^- o rezoluție intr-un spațiu Hilbert fixat U; pentru orice semnal x e H și pentru orice moment t, semnalul Р (ж) poate fi numit trunchierea lui x la momentul т (sau partea din x anterioară momentului -); exemplele b), c,) d) justifică această terminologie La punctul am definit cauzalitatea unui operator prin aceea că oricăror două semnale de intrare-ieșire egale înainte de un moment t le corespund semnale de ieșire egale înainte de momentul t, (V)t e [R Definiția adoptată pe un spațiu cu rezoluție va conserva această proprietate Fixăm un spațiu Hilbert II și o rezoluție ? = {Pe}te (H) Dacă T este cauzal, rezultă relația ( ), deci ker Pe este un subspațiu T-invariant al lui II; ortogonalul său, ker Qt, va fi un subspațiu T*-invariant, adică '*(ker Qt) cker Qt, deci T* este anticauzal Implicația (II)=>(I) se probează similar (I)=>(III) Presupunem că T este cauzal și fie (V)® e H fixat Atunci x — Ptx e ker P„ deci Qtx e ker P, și cum T e aplicînd ( ), rezultă T{Qtx) e ker Pt, deci (PtT Qt) x = ; x fiind arbitrar, rezultă PtTQt = (III)=>(I) Ipoteza este că PtT Qt = , adică PtT = PtTPt, (V) t e S~ Dacă Ptx — , x e II, atunci T fiind liniar, rezultă T(Ptx) -= , adică PfTx) — Așadar, TeH Afirmația (III) se scrie echivalent PtT = PlTP„(V)tef și ea se interpretează sugestiv astfel: pentru orice semnal de intrare x e II luînd trunchierea sa у — P,x la momentul t, ieșirile corespunzătoare Tx și Ту vor avea aceeași trunchiere la momentul t, e Din teorema anterioară decurg cîteva consecințe Corolarul Dacă Tx și T sînt operatori liniari cauzali ai lui H, atunci compunerea TrT este de asemenea un operator cauzal Demonstrație Aplicăm condiția (III) din teorema ГѴ și arătăm că PfTflfțQ, = , (Vjt e S~ Dar T este cauzal, deci PfJ\Qt = ,adică PtI\ =I\T Pt MxmcY Pt(l\l\}Qt= (PfL\)(T Qt) =(PtI\Pt)(T Qt)= = (PtTf) (PtT Qt) = , ultima relație fiind o consecință a cauzalității lui T Corolarul în condițiile teoremei IV , (a) T este anticauzal T* este cauzal QtT Pt — , (V) H un izomorfism liniar continuu al lui H astfel încît {Tx, хУ^О pentru orice r/ Dacă T e atunci și inversul său T~l aparține lui Demonstrație Fie (V)® e ker P, și у = ( Я — TQtT- ) x Deoarece QtT- x e Im Qt — ker Pt si T e rezultă TQtT~rx e ker P„ adică у = ж - TQ'T-'x e ker Pt în plus, T'y = (T-* - QtT i) x = = (l„ - Ц,)Т~'х = PtT~'x, deci = (P T-ix, y> = = T~ x, РіуУ— (Т~гх, > = Notînd и — T~ly, rezultă = Т~хуУ = , deci conform ipotezei din enunț, rezultă în mod necesar « = , adică у = Tu = și x = TQ,T X x, deci TP,T x= Cum T este izomorfism, rezultă că P'T^x = , pentru orice a? e ker P(, adică Р-Цкег P,) y, dat prin formula ( ) și dacă suportul luitceste cuprins în regiunea {(> r} (respectiv {fsjv}, {( = t}), atunci operatorul respectiv este cauzal (respectiv anticauzal, fără memorie) Pentru nuclee regulate, se poate defini in general partea cauzală (respectiv anticauzală) Wc( = \ A‘(f O a:(T)d - I respectiv !/«(() = К(т, t) x(-r) dv operatorii ti—>j;c ti->ija, fiind adjuncți O astfel de descompunere există, mai general, în cadrul spațiilor cu rezoluție, anume orice operator liniar se reprezintă ca suma unui operator cauzal cu unul anticauzal, in mod unic piuă la un termen aditiv care este un operator fără memorie [ ] (b) Corolarul al teoremei IV are o interpretare fizică sugestivă : conectarea in cascadă a două sisteme liniare și cauzale, avind operatori asociați \ și T», conduce la un sistem cauzal (fig ) Proprietatea de liniaritate este esențială; in cazul general, dacă Ts este cauzal iar T; comută cu toți proiectării Pt, atunci T^T^este cauzal [într-adevăr, dacă Ptxt = Ptx„, atunci P - — pentru ІИ! Într-adevăr, T -f- liniai- cauzal astfel incit д să fie un izomorfism și orice x Alunei (T - Я) este cauzal In este evident cauzai și în plus, din ipoteză rezultă ! ( = — Ие( )е-( + x(i) — ( e *' ’’ r(r)dr, ~ Л) ( ) unde fe [ , ], iar ut ( ) este tensiunea inițială pe condensator (Există șl o altă interpretare prin considerarea aplicației I [ , ] X ®—>I [ ], (x(t), uc( ))t-> (l) dat de ( ) și prin evidențierea stărilor uc( ) e IR ale sistemului) Operatorul T este cauzal deoarece este mărginit și in plus, ori de cîte ori x„ x € H și /’,,( і,) = P,(x ) s e [ ] rezultă Г;]/) x (l)pentru orice f^s [conform exemplului J c)|, deci i/,(O = ăsO) pentru orice Z=gs adică Pa( 'xl)= I‘s( ' t ), oricare ar fi s e [ , ] fixat (Se presupune că starea inițială este neschimbată) l’e de altă parte, aceeași rețea poate fi modelată prin operatorul anticauzal dat prin x(t) r-> - uc(l)e (,~ ) + r( - [din egalitatea = CM-v ,), se [ , ], rezultă ( = ?(/) ( + \ K(f, I) a(z) dz I e [a, ă] unde ] —» R sînt funcții continue, rezultă cauzal Astfel de operatori sînt asociati unor sisteme liniare continue cu stări nule (d) Fie JI = R", cu rezoluția indicată în exemplul , e) și operatorul liniar T : R” -+ R”, x = (x, t„) w у = (yl yn), unde jf = o„- Xj, a? i n, cn a;; constante reale Matricea asociată lui T în baza canonică este O Л/у = a și este triunghiulară inferior Operatorul ’ este cauzal deoarece, dacă PÂ( r) = P, (x’\ atunci \-( ’x) = Pj-țTa-'), : T : J -> , x = >-> У = {^ в}Ае Evident, T este cauzal, deoarece (VjÂ'tZ fixat, dacă xp = pentru p^k, atunci j,j, = xp n = pentru p=£k - n în plus T' există, T (x) = {rănite® Ș> este clar că T l nu este cauzal și deși T = T*, operatorul T nu este fără memorie Acest exemplu arată că afirmațiile din exemplul anterior relativ la spații finit dimensionale nu au loc în cazul infinit dimensionai (f) Fie = I și h e L, o funcție fixată, nulă a p pentru l H din * ? astfel încît Compensator S'tstem Fig, , Schema sistemică corespunzătoare compensării sistemului dat prin operatorul T Teorema IV Presupunem că pentru semnalul x e II există e astfel incit f/,o ,r = x și că există А e țf inversat) il cu A~l e astfel îneît Я -f- T*T = A*A Dacă Doe% și dacă Dox = T*z , ( ) atunci acest operator rezolvă problema anterioară Demonstrație Cum operatorii A și A- sînt cauzali, atunci A*, (Л *)- sînt anticauzali și, în particular-, Qt, A* = Qlt A* Qt° (conform analogului anticauzal al teoremei IV ) A plicind relației ( ) operatorul Q,o A*A, rezultă Qt„ A*AD x = WtaA* Qt^A*r*T*z = Qtt T*z și înlocuind A*A = „ - T*T, se obține J(D ), adică Do realizează într-adevăr minimul funcționalei J(D) Așadar, fiind dat un sistem liniar cauzal T și fixînd x, zoeTI, am indjeaț condiții în care există un controlor’ optimal în buclă deschisă (fără reacție) Dn, asigurînd energia J(D ) minimă () problemă similară poate fi formulată pentru cazul minimizării unei funcționale de energie printr-un controlor optimal cu reacție inversă [ ] Ca o exemplificare pentru teorema anterioară considerăm II = = L [ , oo) si un sistem liniar, continuu, invariant în timp și cau- zal, definit printr-un operator T; fie T(s) operatorul corespunzător in domeniul s, X(s) și Z (s) transformatele Laplace ale lui x și ~ Operatorul minimizator este atunci dat prin funcția de transfer n , T(-g) Zo( )V A(s)X(s) L Л-») J unde [ ]+ este componenta aditiva cauzală a funcției de transfer cuprinsă în paranteză, iar Л( ) este un multiplicator cauzal într-o factorizare de forma - T(—s) T(s) = A(- s)A(s) Daca notăm > = Dx, e = Ту — atunci D (s) este funcția de transfer a unui sistem pentru care este atins minimul (după D) expresiei C° /( notăm PM = Pt+s — P, și vom face ipoteza că P(,„(H) este un subspațiu închis al Iui H Operatorul P( ,ar putea fi numit operator de segmentare, deoarece oricărei funcții x(-) îi asociază segmentul de funcție cuprins între momentele t și t -j- s, adică [a(t -f- s) — а(і)]®(т) Are loc următorul rezultat, bazat pe lema contracției Teorema ГѴ Fie T : H -» H un operator cauzal astfel încît pentru orice interval mărginit Ia [ , oo) să existe numere reale cu proprietatea că de îndată ce t e I, xv x H, Р,хл — Ptx , rezultă \\Pl ,(Tx — Тж,)|| și arătăm că aceasta poate fi extinsă unic la întreg У Fie I un interval compact astfel încît t e I Există atunci c, s ca în enunț și notînd x* = Pt^x, y* — Plty, ecuația у ■}- Ту — x devine y* + Pt,,Ty = x* Folosind cauzalitatea] lui T și teorema IV , avem succesiv (observînd că P( = P( Pt i, s> ) PtttT = Pt+,T -P,T = Pti'TPt+, ~ PtTP, = Pl+,TPl+s - - PtTPtPt+, = Fl+sTPl+t-PlTPl+l=PuTPl+t = Pl ,T(Pl + Pl;i,) Deci egalitatea anterioară se va scrie y* + Pt> , T(P( у +y*) = a* Aplicația Р,„(Я), у'^-Р^ПКу+У*)) ( ) este o contracție, așa cum rezultă din ( ), deci are un punct fix, care constituie unica soluție căutată pe intervalul [i, t - s] Așadar, pornind de la momentul t = și repetînd procedeul anterior, se construiește soluția у + Ту = a? pe întreg ~ Trebuie remarcat ca operatorul T nu este presupus liniar (deoarece în teorema IV implicația =>Ш are loc și pentru operatori neliniari) Dacă T este invariant în timp, atunci intervalele de tipul I pot fi alese ca ra nslatatele unuia singur și t, s pot fi aceeași peste tot Kevenind la problema cauzalității inversului unui operator, se poate stabili următorul rezultat [ ] Teorema IV Fie H — L [ , °°) cu rezoluția- uzuală și Tp T , S operatori liniari continui ai lui H astfel incit „ - Sl\ să fie invers abil și а^ІІІя + ад-ЧМІ^ІІ-НТг-ЯіКІ în acest caz, operatorul H - T TY este inversabil și în plus, inversul său este cauzal dacă și numai dacă -f- STr este cauzal Demonstrație Fie să algebra Banach a tuturor operatorilor liniari și continui T —> ZZ ; reamintim că pentru orice U e să, se notează II ( '| = sup И ®И și că dacă || U\\ , X = {Хд}*>о -»!/ = {//*} A> , unde y, = , y = , yt = x* , Acest operator este cauzal și satisface condițiile teoremei IV (operatorul Pm,„ reține din orice semnal x = {xA }A> doar eșanlioanelc rm+ , xm+„ celelalte fiind nule) în acest caz operatorul Я + T are matricea infinită asociată ’ ‘ și este inversabil cu inversul cauzal § Pasivitate, disipativitate Am văzut în partea В rolul esențial jucat de conceptele de pasivitate si disipativitate in studiul circuitelor ; în cele ce urmează, vom prezenta aceste concepte in cadrul spațiilor Hilbert cu rezoluție, printr-o reformulare convenabilă care lărgește cîmpul de aplicabilitate Fie un spațiu Hilbert H (real sau complex) cu produsul scalar notat și fie {P(}ier o rezoluție in H, Qt = lw — P( Fixăm un operator T : H-+H Definiții Operatorul T se numește pasiv dacă (V)t e f, (Ѵ)ж g H, avem Re ( ) Operatorul T se numește disipativ dacă ІІР^КІІЗДІ, (V)t e ST, (V)® g H ( ) Legătura intre cauzalitate și pasivitate este exprimată în Teorema IV Fie T : H -> II un operator liniar și continuu Sînt echivalente următoarele afirmații: (I) T este pasiv, (II) T este cauzal și pozitiv [adică lle(Tx, a?> > , (V)a? g Н] Demonstrație (I)=>(II) Presupunem T pasiv și fie у e , t g ST, Pty = Fie de asemenea x ell fixat arbitrar și z — x + \y cu X scalar oarecare Deoarece P(y = , iezuiții Ptz = Ptx, deci Be + Re X = și cum x este arbitrar, rezultă PtTy = Așadar, T este cauzal Pe de altă parte, lim Pt = „, deci din relația Re valabilă pentru orice te ST, rezultă la limită (pentru t —» tf) că Re , deci T este pozit iv (II)=>(I) Presupunem T cauzal și pozitiv și fixăm t g ST, x e H arbitrare Fie у = Ptx Atunci H Sînt echivalente afirmațiile : (I) T este disipativ; (II) T este cauzal și contractiv (j| T (II) Admitem că T este disipativ Este atunci evident că T este cauzal în plus, făcînd t — tz, rezultă Pt -> „ și inegalitatea ( ) rămîne adevărată la limită, obținîndu-se II pentru orice x e II, de unde || T|| (I) Pentru orice ueH avem ||P,u|| = = = e Я, și fiindcă || se obține || PtZ’j?|l H pasiv și unitar este cauzal și disipativ, în plus, || Тл:|| = ||®||, (Ѵ)я; eH ' Demonstrație Deoarece T este pasiv, el va fi cauzal și deoarece T*T = Я, rezultă || T|| = țH este pasiv (respectiv disipativ) dacă și numai dacă (V)Ă-, și (V)x=(x„ x ая)е ) și Я(со) transformatele Fourier ale Iui x, și h Atunci pentru orice x e L avem = = , deoarece T este cauzal Conform relației lui Parseval, rezultă " J oo Conform cu ( ), rezultă că T este pasiv dacă și numai dacă Re f/(ca)> pentru orice € R în cazul mai general al unui operator L”—>I Ș, x—>II*x de convoluție cu o matrice n x n, ( avînd elementele funcții din L, L cu suport pozitiv, notind cu Я(ы) matricea transformatelor Fourier, rezultă că operatorul respectiv este pasiv dacă și numai dacă matricea liermitică Н(ш) + Н*(ы) este pozitiv setnidefinită (c) Reluînd exemplul (b) in varianta discretă, fie li l și T: -* operatorul de convoluție cu un semnal discret h eh cauzal [ă(n) pentru n , z fiind constante reale date), {«((), dacă u( > , , dacă u(/) și (V)x e II, avem = = = = ț (i- + az)z o(z(f)) dl = ( z'(Z) z(/)a(:(Z)) dt + a ( z! a(z(i)) di > Jo Jo Jo > Z'(Z) r(t)c(s(t)) dl = G'(:(f)) z'todf, Jo Jo unde G este funcția x G(x) = — a(x), deci = G(z(/))|‘o = G(z(t)) - G(:( ))$; - G(z( ?) = - G(z ) Dacă și astfel încît (V)xeH, (V)teT, ||P((T®) ||Cc||Pt®|| și d||®|| (deci T este pasiv) Atunci T este inversabil și Т~г este pasiv Demonstrație Mai iutii, se observă că d||®|| ^ C||®||-||Pr(T®)|| tf, rezultă Р(-> Я, de unde || (-') — adică T(x) = z are soluție unică xeH, deci x — T (z) Apoi d\\ (V)» gH, deci T' este pasiv Legătura între pasivitate și disipativilate Fixăm din nou un spațiu Hilbert II cu o rezoluție fixată și un operator liniar continuu T : Un operator liniar continuu : H->E eu proprietatea că T - „ = (T + Ія) ( ) se numește operator de repartiție asociat lui T Dacă T este dat și dacă И -j- T este inversabil, atunci operatorul de repartiție este unic determinat și anume = (T — H) (T+ Ip)' — = (T + Ід)- (T — H) Am văzut că dacă Z(s) este matricea de impedanță a unui multiport liniar și invariant în timp și dacă S(s) este matricea de repartiție a multaportului, atunci Z(s) — — = S(s)[Z(s) - I], ceea ce justifică definiția ( ) Teorema IV Fie T : H -» H un operator liniar continuu si un operator de repartiție asociat lui T Dacă este disipativ, atunci T este, pasiv și dacă în plus T * Ijt este inversabil, are loc și reciproca Demonstrație Fie (Ѵ)ж e II fixat, n = Tx x, o — Tx — x, deci v = v Pentru orice te avem || P-w-ll = || Ptx || + II P(T»||a + + Re , li P,»|| = || Ptx\\* + || P,Tx\f - Re și scăzînd aceste relații, rezultă relația || Р ад|Р — || P(u|| = = Re este disipativ Observai ii Multe sisteme fizice (incluzind rețelele electrice) pol fi descrise prin operatori de transfer și un rol important ii au tipurile canonice de operatori (de exemplu, cazul funcțiilor de transfer cu valori operatori еда! mărginiți se reduce la cazul contracțiilor prin înmulțire cu o constantă convenabilă), iii acest sens, enunțăm următoarea teoremă de rea liza bilîtate [ ] : l'ic II tui spatia Hilbert (complex, cu conjugare) și S(s) o func[ie olomorfă {Be s> }-^X(H) cu valori contracții ale lai II Atunci: a) de îndată ce S este pur confeac/іой (i e || S'(l) r ’| jr astfel ca operatorul Н@Я’—*Н © jr, (u, p) i-> (,S’uu + Sl v, ,S l/i -f- S; o) să fie unitar surjecliv și in plus s - S( v) = Slt + X ,-(I - S l, unde z = —— ; ( ) s + b) spa/iul H admite o descompunere ortogonală II = , ) astfel ca S(s’)IItc ГЦ, S(s)H c II ,, Re s> O, iar S(s) este pur coniractivă pc Ht și unitară constantă pc II Este binecunoscut că orice matrice imitară constantă poate fi realizată efectiv, sintetizată prin circuite [ } și astfel, punctul b) anterior arată că problema realizabilității revine la a construi circuite cu funcția de transfer S(s) pur contractivă dată ; in cazul finit dimensional, S(s) este o matrice n x n, olomorfă în {Re s> } și se calculează blocurile Sn, S , S , S , sc construiește (n + m)-portul ,m = dim H, avind ca matrice de repar- Г ^* ^ tiție I I, în lungul ultimelor ni porți plasînd cîtc un inductor unitate, cu funcția Ls I S J s — de repartiție Atunci circuitul obținut are ca matrice de repartiție (s) dat s + de ( ) O altă direcție de cercetare în studiul operatorilor de transfer cu aplicații în geofizică a fost generată prin lucrarea [ ] Se pot dezvolta algoritmi pentru sinteza circuitelor liniare pasive, implementabili pe calculator, de tipul Ho [ ] BIBLIOGRAFIE Anderson, B D , N e w c o tn b, R W Linear passioe nelworks (funcțional theory) Proc IEEE, voi , Nr , pp — A n d r e a n-C a z a c u, C Teoria funcțiilor de mai multe variabile complexe București Editura didactică și pedagogică, ; Berlin, Verlag, В a a b a n i a n, N , В i с к a r t, T Teoria modernă a circuitelor electrice București, Editura tehnică, В e r a m i, E J , W o h I e r s, M R Distributions and the boundary nalues of analgtic functions New York, Academic Press, В r e m e г in a n, H Distributions, complex variables and Fourier transforme Addison-Wesley, Massachusctts, C a r i n, H J NetWork theory withoul circuit elements Proc IEEE, voi , Nr , pp - Carii a nu, G h , Constantin, I Sinteza in domeniul frecven/ă București, Editura Academiei R S R , Căii n, S , В с e a, C Sisteme automate complexe București, Editura tehnică, Ceauș eseu, Z On intertwining dilations, l Acta Scient Math , , pp - , Colojoară, I Elemente de teorie spectrală București, Editura Academiei R S R , Desocr, Ch А , V i d у a s a g a r, M Fecdback sgstems; inpul-output properties New York, Academic Press, H e I t o n, J W The characteristic functions of operator theory and electricul net-work realizalion Indiana Univ Math J , Nr , , pp — Hei ton, W Discrete-lime sgstems, operator models and scattering theory J Funcțional Analysis, voi , , pp — К a m a n, R E Mathemalical description of linear dgnamical sgstems J Siain of control, voi , pp — К a m a n, R E , F a b, P L , Л r b i b, M A Teoria sistemelor dinamice București, Editura tehnică, L e v a n N h a n The Nagy-Foias operator models network and sgstems IEEE Trans on circuits and systems, Nr , june , pp — Matcescu, A d Analiza ți sinteza circuitelor București, Editura didactică ș» pedagogică, M a t e e s c u, A d Stano m i r, D (coordonatori) Probleme de teoria circuitelor București Editura tehnică, К а у y S ț o Harmonic analysis of operalors on Hilbert space, Amsterdam, Norlh Holland, Newcomb R \V Linear multiport sțjnlhesis New York, McGraw Hill Nicolau, E Tipuri de dipoli electrici elementari pasivi, fizic realizabili Studii și cerc Energetică și Electrotehnică , , pp — Pham F Hyperfunctions and theoretical physics Berlin, Springer Verlag P o r t c r W A Modern foundations of Systems engineering New York Macmillan, Porte r, W A Some circuit theory conccpts revlsited Int J Control, voi , , pp — Preda, M , Gr îs tea, P Analiza ți sinteza circuitelor electrice București, Editura tehnică В u I e a, G h Tehnica frecventelor foarte înalte București Editura didactică și pedagogică, Bule a, G h Sinteza sistemelor adaptate semnalului Probleme de automatizare, VII, — , București, Editura Academiei B S R, S а e к s, R Causality in Hilbert space SIAM review, voi , , pp — Sa c ks R Resolulion spaces, operaiors and sgstems Berlin, Springer Verlag, de Sa n t i s, R M Causality in systems analysis Proc IEEE voi , Jan , Să v eseu, M Circuite electrice liniare București, Editura didactică si pedagogică, Schwartz, L Thcorie des noyaux Proc Int Congrcss o£ mathem — , S t a n o ni i r D Cauzalitate și analiticitale in teoria semnalelor Probleme de automatizare, VII, — , București, Editura Academiei RSR, Stanomir, D Circuite electrice multiport București, Lit IPB, Stanomir, D , Stănășilă, O Asupra mairicelor olotnorfe real-rafionalc Bul IPB, Seria Electrotehnică, Nr , , pp — Stanomir, D„ S t ă n ă ș i ă, O Realizabililate, puncte de vedere distribuțional ți operatoriul AMC, București, Editura tehnică, V I a d i m i г о v, V S Obobscionnie funcktii и inatematiceskoi fizike Moscova, Natika, Willems, J C Slability, inslabililg, invertibilily and causality Siam J Control, voi , Nr , , pp — W o h e г s, M R Lumped and dislributed passive systems New York, Academic Press, Y о и I a , D C , Castriota, D C , Cari in, H J Bounded-real scaltcring matricei and the foundations of linear passive network theory IRE Trans Circuit theory CT — , , pp - Z a d c h, I- A , Desocr, Ch A Linear System theory New York McGraw Hill, Zemania n, А II N-port realizabillty theori, based in the theory of distributions IEEE Trans Circuit theory CT — , , pp - Z e m a n I a n, A H Realizabilily theory for continuous linear systems New York, Academic Press, Capitolul У STUDIUL SEMNALELOR ALEATOARE A CARACTERISTICI STATISTICE ALE SEMNALELOR ALEATOARE Un rol central, atît în conducerea experimentelor cît și în analiza rezultatelor obținute in orice domeniu al tehnicii moderne, îl ocupă metodele de prelucrare statistică a datelor Se poate spune că în natură nu pot exista semnale care să nu fie supuse unor perturbați! aleatoare și ca atare, in teoria dezvoltată în capitolele precedente apare ca forțată ipoteza simplificatoare de eliminare a caracterului aleator al fenomenelor considerate în acest capitol ne ocupăm de unele probleme specifice studiului semnalelor aleatoare, prin conjugare sistematică a aspectelor determinist ice și statistice în descrierea matematică a acestora § Preliminarii Reamintim cîteva rezultate din teoria probabilităților, atît pentru fixarea notațiilor, cit și pentru a puncta noțiunile utilizate cu precădere în teoria semnalelor Vom căuta să reducem la minimum referirile la teoria abstractă a măsurii și vom adopta spiritul capitolelor anterioare, prin exemplificări concrete ale tuturor afirmațiilor teoretice Tipuri de variabile aleatoare Fixăm un cîmp de probabilitate (£i, Jf, P); elementele lui Q se numesc evenimente elementare, este o a-algebră de părți ale lui £ numite evenimente (așadar , £ e Jf, complementara oricărui eveniment este un eveniment și orice reuniune numărabilă sau intersecție numărabilă de evenimente repiezintă un eveniment), iar Peste o măsură probabilistică (adică o funcțieP : X-»[ , ] astfel incit P( ) = , P( ) = și dacă este un șir de evenimente din ^ două cîte două incompatibile, atunci P(U A j = S Д-^п))- Pentru orice eveniment E e X, numărul real P(P'; cuprins între și , se numește probabilitatea lui E [ , , ] Așadar, evenimentele care se pot produce în orice experiență fixată sint concepute ca mulțimi observabile și sînt măsurabile prin probabilitatea lor, care idealizează frecvența aparițiilor acelor evenimente în serii de repetări ale experienței respective Un exemplu tipic de cîmp de probabilitate se poate obține luînd Q = [ , ], colecția submulțimilor măsurabile Lebesgue ale lui £ (printre care se află și sub interval ele lui £ ) și P măsura extinsă la JT, care asociază fiecărui subinterval (a, ₽]c [ , ], lungimea ș — -j a intervalului respectiv De asemenea, dacă se fixează o funcție P: R->[ , ] monoton crescătoare, continuă la dreapta și astfel incit limP(«) = , ітР(ж) = , atunci se poate considera cîmpul de probabilitate (R, Jf, dP), unde Jf este colecția mulțimilor măsurabile Lebesguede pe dreapta reală și dP este extinderea măsurii care asociază fiecărui interval mărginit (a, ] numărul P(P) — P(“)- Dacă H este un spațiu metric oarecare, se notează cu colecția mulțimilor boreliene pe H (deci cea mai mică a-algebră de părți ale lui Я care cuprinde mulțimile deschise din Я) în cazul H = R”, n> , se consideră structura metrică euclidiană uzuală; cel mai important caz este Я = R și scriem atunci ăi in loc de Reamintim că o funcție ?(w), H,: £ ->Я se numește variabilă aleatoare (v a ) cu valori în Я dacă pentru orice В e ăSH mulțimea {' e В; — {со e QK(co) e B} este un eveniment, adică aparține lui Ж Din definiție rezultă că o funcție £: Q -+ R (cu valori reale!) este o variabilă aleatoare dacă și numai dacă pentru orice numere reale a — I sînt de asemenea v a ; în acest caz mulțimile {E {E>a}, {£ = «}, {E^ R se consideră cunoscută nu atît prin valorile ei individuale, cit prin funcția ei de repartiție P : R-> [ , ], ®i->P(E , F^x) = l ps( dî și, în particular, \ p^(t) dt = J —oo ' —oo O v a E: Q-»IR se numește discretă dacă E ia o mulțime cel mult numărabilă de valori {«„} cu probabilitățile p„ = P(E = «•*)• « ; £ ря= în acest caz, folosind notațiile din cap II, rezultă F;( r)= ZJ(E R se numește uniform repcrtizută pe un internai [а, Л] dacă are densitatea de probabilitate p- definită prin Pd-D = ——dacăue e ța, fiJ, & — a în caz contrar deci р ( г) = - [c(x — a) — afx — Z>)] și, ca atare, E este continuă * b — a ) G variabilă aleatoare discretă E : —*IR se numește repartizată Poisson cu parametru/ ? > dacă E are tabloul de repartiție ( n Po Pr • • • Pn • * • z» unde =— e л, n^O In acest caz se mai spune că țurmează legea evenimentelor rare n ! și de ,cric fenomene in care succesul separat este puțin probabil De exemplu, numărul de apeluri telefonice dintr-un interval de timp la un post telefonic se consideră repartizat Poisson ; similar dacă numărul mediu de bruiaje intr-o transmisie este atunci se AW poate considera că probabilitatea ca într-o transmisie să apară n bruiaje este с л n ! c) O variabilă aleatoare continuă E: —+ IR se numește gaussiană (sau repartizată normal) cu media m și dispersia a dacă are densitatea de probabilitate р?(х) = Г I — exp - -( v- m)- I avînd ca grafic clopotul lui Gauss Gonsiderind funcția a/ z | o J lui Laplace Ф = erf f a erorilor definită prin ale cărei valori sint tabelate, rezultă că funcția de repartiție a lui E este f v — rn) [b — m) (a~m\ /?ț(x) = ®| — -Г și deci P(o ) =- ФІ - — Ф I I ; in particular, l ° V, a ) ’(lE m| + Зс) = Ф( ) — Ф(— )» și este aproape sigur că valorile lui E sînt concentrate in jurul lui m, la distanță cel mult a (regula lui a) Remarcăm că lim A( r) — (z— m), în convergența slabă (în s'), fapt probat în cap II — exemplul (c), care arată că la limită (a—»()), E se apropie de o variabilă aleatoare discretă luînd valoarea nr cu probabilitatea Atunci cînd un fenomen își datorează caracterul aleator mai multor factori independenți, se consideră că el urmează o repartiție gaussiană ; aceasta este forma grosieră de enunțare a teoremei limită centrală și arată de ce multe fenomene fizice sînt supuse legii normale, de îndată ce ele sint medii de sume de variabile aleatoare independente cu dispersii apropiate d) Repartiția exponențială cu parametrul z t> a unei variabile aleatoare E: E —> IR este definită prin funcția de repartiție Fț(l) = ( - e /J) -a(f), a fiind aici treapta unitate Dacă un dispozitiv intră in funcțiune la momentul l = O, atunci este rezonabilă ipoteza că momentul (aleator !) al defectării lui este o variabilă aleatoare repartizată exponențial, Dacă dispozitivul arc n componente independente C(, și defectarea uneia (la momentul Ei cu parametrul > B) conduce la defectarea întregului dispozitiv [deci la momentul E = min(Ei, Ea En)J atunci P(E t) — — W t- En> = -Д P(Ei> -= - e~fX + + X», , , dacă x^ Funcția ei de repartiție este evident /'₽(■*■) = — e a*, dacă x> , , dacă x atunci pcrmează legea Rayleigh Dacă E, r, nu au media nulă, al ori p are densitatea de probabilitate mx \ - , dacă x> , o I , dacă xsSO, unde m = /(ЛЦ) + (Л/т;) , iar Ju este funcția Bessel modificată de indice u Aceasta este legea Raijleigh generalizată Eșantionul luat la un moment dat pe anvelopa unui zgomot cu bandă in gustă este o variabilă aleatoare repartizată Rayleigh, iar eșantionul luat pe anvelopa suinei unui semnal sinusoidal cu un zgomot gaussian urmează legea Rayleigh generalizată [ ] f) Dăm în tine un exemplu de variabilă aleatoare „mixtă”, care un este nici continuă și nici discretă, în sensul definițiilor anterioare Presupunem că un dispozitiv funcționează pe un interval de timp [ , /,] și că dacă acesta se defectează in această perioadă, este înlocuit definitiv Ne propunem să determinăm legea de repartiție a timpului E scurs după momentul defectării dispozitivului (pe care îl notăm cu T și îl presupunem repartizat exponențial cu parametrul X) Așadar, , dacă — T dacă T , atunci Fj(/) - = P și densitatea de probabilitate a lui Eeste conform formulei ( , ), F£(f)=Pg(t)—Xe , ’ + + e~Ml SG), t £ [ , /,] astfel că] nu este nici continuă, nici discretă [ ] Caracteristici statistice ale variabilelor aleatoare Fie E : Q-» R o variabilă aleatoare pe un cîmp de probabilitate (Q, X, P) Se spune că E, este simplă dacă există o partiție cel mult număra bilă a lui Пси evenimente astfel încîtE să fie constantă (£=a„) pe fiecare Au Așadar с(ы) = V] апХл„(со), (Ѵ)ы e D Dacă seria numerică V | a„ \P(A „) est e convergentă, atunci se notează J( c) — £ a„ P(Jn); »>> n>l evident | (£) l ; E se numește integrabilă (Lebesgue) dacă J{ ]E|) l De exemplu, pentru Q = [ , ] (cu structura de cîmp de probabilitate indicată în ), rezultă că orice funcție integrabilă Eiemann /: [ , ]- R este integrabilă în sensul anterior ( ) și în plu> ( /(o>) P(do>) = (‘/(ж) rl® -’îi Jo în teoria probabilităților, rostul principal al integralei Lebesgue este acela, de a putea defini riguros și în mod unificat (pentru cazul continuu sau discret) conceptele de medie, dispersie, momente etc pentru variabile aleatoare fixate Se spune că o v a - : Q->D? are medie dacă, ea este integrabilă Lebesgue și, în acest caz, numărul real Jf£ = ( E(w)P(dco) ’n ( ) se numește media lui £ Mulțimea tuturor variabilelor aleatoare avind medie se notează L^Q) Evident, dacă l;, vj e Lx(£ ) și a , b e IR sînt constante, atunci aț + br, e LX(Q) și M(aț -j- brt) = a{Mț) - Se poate defini de asemenea L (Q) ca mulțimea tuturor v a : -+R astfel încît z e Lx(£l) și se verifică imediat că L (Q) este un subspațiu liniar al lui LX(Q) în mod sistematic vom identifica două variabile aleatoare care coincid a p Pentru orice £eL (Q) se poate defini dispersia lui £ ca fiind Л ; = V(- (Jf = Jf( = ( (^ R)’- P(d R este int egrabilă dacă și numai dacă f este integrabilă relativ la măsura P și în plus W) = /(®)А(Ф») J(Ro Luind p — și /(®) = x, rezultă /o£ = E și atunci f j-CQ f = L x iar dacă £ e L,(Q), Ж = l (® - Mc) P (d«) J-CO ( - ) tacă : Q -» R este v a discretă, c ~ P ° ’ ’ ‘ ""'' ’lșidacă p p„ J' seria j й» I Pn este convergenta, atunci, punînd = {!•= „ este convergentă, atunci există DC = X а» рл — (X апР«У-И «> я > Dacă este v a continuă, atunci măsura probabilistică P pe R coincide eu măsura p( r)d;r asociată densității de probabilitate p( r) a lui ț și formula ( ) devine M = ( xp(x) da?, I>£ = \ (a? — J ) p(r) , P(|ț — J/c|> s) a particulei ea in cazul c asie, ci o funcție de poziție ț>(x) și o funcție de impuls ф(/>) ambele aparținind lui ! astfel incit xs | (x)| dx *Іф(р)І dp - , ( | (p)|adp -, — OO j —OO J — J—OC și pentru orice rt u: rațiuni fizice, ф este transformata Fourier a lui cp deci j лСО Ф(р)-\ /'х '(x)] dx = * —OO e°° г x!| (x) Ег, ■ ■ •» Ep) vectorul aleator asociat, care este o variabilă aleatoare £ -+Rp Funcția Ps = P? î care asociază oricărui șir de p mulțimi boreliene (Bu B , , Bp) numărul real P(E g Bj, E e B , Ep e BP) se numește repartiția comună de probabilitate a lui Eu E , • • • , E?- Variabilele aleatoare En »• • •> -Bp) [=-F( Ej B , Ep e -Bp)] = = P (BJ -pțl (B ) PZp (BP), (V) (Bn B , , Bp) Funcția P : R;' -> R definită prin ■^eC®) = ( Ег^а-г» ■ • • ? Ep^®p), ® = (a?i, ■ • , JPp), se numește funcția de repartiție comună a lui En E î- , R Se spune că E, Z) ®w densitate comună de probabilitate dacă există o funcție ; R -»R pozitivă, integrabilă pe R astfel incit pentru orice mulțime măsurabilă tf (У)> (v)(®? »/) e IR $ică Vî+r = Pî*Pn (convoluție), adică —OO Pz+v ( = \ PzU — ’P#) d’ J — со (cf ) Se numește densitate de probabilitate a lui vj condiționată de £ funcția ?- - + R definită prin p№) evident că ? G//®) Ф/ r® ”W\ Рѵ-СМ/И'/ P-JX) J w = și că Pr,(y) = ( 'Pntyl®} atunci legătura între £ și vj este totală în sensul că valoarea yx luată de tj este determinată de valoarea x luată de = df(^v)), (V)£, vj eL (fi) Vom nota c, = £ — df = Jl(? Л Е) (tj — Mv]) = Jlf(^vj) - (Л^)(Лт;) ( ) Dacă r( au valori complexe, atunci •/]> = Jl(^- (' /)) - (Л') (ЛП))- Așadar COV (', ]) •- (( (® — M:,) (у — Л ]) Pzri-C, y) d«A d?/ j’lR Evident, cov ( , ) = Jf( ) - (jtf ) = D ; notînd o = | | abaterea medie pătratică [adică norma lui în L (Q)], rezultă deci că D =cr£ Din inegalitatea lui Schwarțz rezultă direct că |cov ( , ț) J=ps(®)-p ( «( ) = S(z -■ a), atun i ? («) = e )SK[conform exemplului II , (Rp De exemplu, dacă Ц Ц sînt v a astfel incit densitatea comună de probabilitate )^ ^ să fie o funcție din Lt([Rp), atunci se poate defini funcția caracteristică a vectorului S = ( v £ , • • ■> U ca fiind p jS «л гл Фе(«Ь> « , • • •) up) = \ Pă Д* (■»!, ® , • • ■ , Я>) e *“* d ^ A Л d#„ V Vectorul £ este gaussian dacă e La(£ ), și dacă , Uj>) = exp j / [R (teoria se poate dezvolta fără modificări esențiale și pentru variabile aleatoare cu valori complexe) Definiție Se numește semnal aleator orice funcție У->У Așadar pentru un semnal aleator fixat ' : У-+У, fiecărui moment lefi se poate asocia o v a К, (w, t) »-► Цы) este notată tot cu t, Noțiunea de semnal aleator coincide eu cea de proces aleator (sau stochastic) ; am ales terminologia mai bine adaptată scopului acestei lucrări Printre semnale aleatoare desprindem pe cele con- tinue (dacă ST este un interval în R) și pe cele discrete (dacă Г este o submulțime a lui ); acestea din urină sînt numite uneori lanțuri de variabile aleatoare [ , ] Fig Selecție de traiectorii ale unui semnal aleator £t( -= Q se poate defini un semnal deterministic R, t -> ((w), numit traiectorie (realizare sau selecție) a lui £ Orice realizare apare ca rezultat al unei observări a semnalului și este funcție determinis-tică de timp Așadar, semnalul poate fi privit și ca o familie { ^ы}С п de semnale deterministice; acest fapt arată că semnalele aleatoare constituie o extindere sensibilă a semnalelor deterministice Fixînd o selecție НШі, a», , de traiectorii ale unui semnal aleator , pentru orice moment т e valorile ST(w ), • ■ • V) se numesc eșantioanele selecției la momentul t Dacă r, = {Kt}te - (vom scrie pe scurt e) este un semnal aleator, atunci pentru orice momente tv t , , tp e se poate defini repartiția de probabilitate a semnalului țla momentele tlt t ) tp ca fiind repartiția comună de probabilitate ,tfi a variabilelor aleatoare , c,lp (în sensul precizat la punctul ); așadar A,/, /ft(B) = P{(^, pentru orice mulțime boreliană В c Rp Măsura probabilistică Pt i , definită astfel pentru orice număr finit de momente fixate tu t , tp, constituie un instrument util de lucru și studiul unui semnal aleator începe cu determinarea acestor repartiții de probabilitate Conform unei teoreme binecunoscute a lui Kolmogorov, există totdeauna un semnal aleator avînd repartiții de probabilitate prescrise Exemple, a) Orice semnal deterministic, adică orice funcție poate fi privit ca semnal aleator £ : £ x^"—+ R, (o>, f)i—>/Xt), avînd o singură traiectorie Pentru orice t„ l tp er repartiția semnalului la aceste momente este Pt , ( (B) = = /•(/,)) e B}, pentru orice mulțime boreliană BcIR’ în particular, densitatea de probabilitate la momentul t este pi(x) = ( r /'( ), (V)x e IR Acest exemplu poate fi generalizat in modul următor: se consideră variabile alea-M toare «t :£}->€ și funcții ) sin АІ] *=o b) Fie A, a, ț> v a independente, A> zis avînd aceeași funcție de repartiție, iar țp avînd repartiția uniformă pe intervalul [ , тг) [conform exemplului a)] Se poate defini atunci semnalul aleator sinusoidal cu amplitudinea, frecvența si faza aleatoare țt = A sin (al + )) e B] = = P{(A sin (al, + С = K® -) I ®> , {( ' y ș e С] Din ipoteza de independență rezultă că /’и«Ф = Л orice semnal aleator țt le & = [o oo> astfel incit £ — , pentru orice momente O ( *■ u’t* 't» să fie independente și în plus, pentru orice ( v a ny — să fie gaussiană (adică repartizată normal) cu media șl dispersia I s [conform exemplului , c)) Poziția ii t la fiecare moment l a unei particule supuse In o mișcare browniană (pe o axă fixată) se consideră a fi un proces Wiener L'n semnal aleator : г-м se numește gaussian dacă pentru orice ( Ip e vectorul aleator ( , £,,■■■•, Ztpț este gaussian (conform cu ) Orice proces Wiener esie evident cu semnal gaussian reciproca nefiind adevărată Semnalele gatissicne descriu fenomene avînd un număr mare de cauze aleatoare independente (de exemplu, zgomotul termic al rezistentelor) c) O altă clasă remarcabilă de semnale aleatoare ; sini cele markoviene în care pentru orice moment fixat ~ e = R viitorul (/ > z) depinde de trecut (/ ~ este independentă de cunoașterea lui ( arbitrar fixat) coincide cu repartiția lui *+i condiționată numai de zt (prezentul este reprezentat aici de indicele Â) Un semnal aleator J - R se numește markovian dacă pentru orice șir de momente ft l este un ian' markovian [ ] f) Un semnal aleator c se numește cu creșteri independente dacă pentru orice momente î L (Q); deci pentru orice t e У, E, este o v a din L (Q), în particular are medie și dispersie, anume M(t) = Mțt și D(t) = (Dțt) = Jf(t£) - (V)t e гГ Presupunem că variabilele aleatoare Et au valori reale sau complexe Definiție Fie £ e Soun semnal fixat Pentru orice momente s,lef notăm ) = cov (?„ Funcția К se numește/unc/іа de eovarianță a semnalului E (notată uneori cu și numită funcție de corelație a lui £) Se poate de asemenea defini coeficientul de corelație al lui £ la momentele s,t ч?Т : Trff, s) = r(îi(, E,) = — Dacă vj e Sa, atunci se poate defini Kțn(t, ) = cov (E„ ),), (V)t, e ST în cazul în care = , se spune că semnalele aleatoare E, sînt necorelade (sau necoerente} Proprietățile imediate ale funcției de eovarianță sînt concentrate în Teorema V l Fixăm un semnal aleator ț e So Pentru orice t, s e ST avem: fa) K(s, t) = ВД £)- (Jf ) ОТ; (b) K(t, я) = K(s, t); (c) D(t) = K(t, t)> și |K(t, s) |a = - Jfu ( , - м() = (b) rezultă direct din (a), reamintind că = șl Mu — (u, > pentru orice u, v e L (Q) Dacă variabilele aleatoare Et, t gST, au valori reale, atunci Kțt, s) = K(s, t) Punctul (c) rezultă direct din definiții și din inegalitatea lui Scliwartz (d) Considerăm variabila aleatoare и — ct care aparține Л- evident lui L (Q) Atunci suma respectivă este egală cu cov (u, u) = Du și deci este reală și pozitivă Exemple, a) l- ie П : У-+С funcții oarecare și а^бЦА), variabile aleatoare nccorelate două cite două cu mediile mt și dispersiile l>k Considerăm semnalul aleator Кю) = V atei) ■/'*( , considerat în exemplul , a) în acest caz, M(t) = = S Și K(î s) = cov (&, ?,) = У] ft(t) ■ cov (at, ) = ) = «,( ) ■ cos al cu a> constant Acest semnal reprezintă oscilațiile armonice de frecvență a avînd amplitu-dinea și faza tg а cos al -cos as - c Desigur, pentru un semnal determinist ic /': r-*K media esle l/(O f((), iar funcția de covariantă este identic nulă b) Considerăm semnalul aleator sinusoidal E din exemplul b) cu A a, v a independente din l s(£ ) Deoarece in acest caz Pt - Pt, (У)/ т Г = В, rezultă că !/(/ — ~) УЦ ) deci luind т I rezultă că /( ) , /( ) (V)/gIR adică media lui £ este constantă Așadar r n !/(/) — ă/(Eo) = /( sin ( /A) • ( /sin ) = ( ) ■ — \ sinzd: - Jo in acest caz funcția de covarianță esle mai dificil de explicitul și va ii evaluată ma târziu c) Pentru un proces Poisson [exemplul c)J avem Â* f* -, P{Ei A} = —- c , /> , deci /( ) = !/(£/) =: ^ — с л = л/ Apoi k}^o k : K(l, s) = cov( /, Es) = cov ( S cs) + cov ( / - dacă s^f atunci E,, E,) = + AS deoarece luind momentele /, atunci / Se poale arăta printr-un raționament similar că pentru un proces Wiener [exemplul d)| avem l/»' s) = COV (£,+(( ,„ £,) = A(t — ) Funcția de o singură variabilă A:^"-+R (sau ))] Notind cu pa(xț densitatea de probabilitate a lui a, rezultă Л/(А cos a (l — s)) = (MA‘) ă/(cos a (l — s)) = (MA ) P«(r) cos ( - s) x d r Similar, M(A cos (al + as + ) — Л/ sin (al + as) • Л/ (sin ț>)] = , căci '/Icos ț>) = /(sin ț>) = , ț> fiind v a uniform repartizată pe intervalul [ , ~); rezultă deci relația - oo pa(x) cos (/ - s) r dr, o / / к Dacă în particular />«(*) = • Fie с = {£и}я> un șir de v a independente din I (f j, presupuse gaussiene cu media și dispersia a în acest caz, {o , dacă in — n, , dacă m n, adică K(ni n) = c (m — n) Avem astfel un exemplu de lanț staționar de variabile aleatoare, numit zgomot alb gaussian în timp discret d) Fie un semnal s : R—deterniinistic din I periodic de perioadă T și ț> o v a T ~ " uniform repartizată pe intervalul T — I Considerăm semnalul aleator | ] (( ‘c> T • neH neZ utide și rapid descrescătoare către zero pentru и —*■ со în acest caz, aplicînd formula integrală a lui Oauchy, rezultă Fig Conturul de integrală considerat pentru exprimarea Iui £(;) sj J (С) О — Ж lle și conform ipotezei făcute asupra lui £(?), în această integrală se poate înlocui conturul (C) prin axa reală, deci И-ав — z Dar — t j и -г — t— ju (O— t) + w ‘ ( — t) + u și pentru и-> , u> , partea reală a acestei expresii conduce la valoarea principală Cauchv a integralei din iar partea ima- — ginară conduce la uS( — t), deci obținem la limită formula v p Г + - t de unde , = — v p Г -A = WbU (V> n> n, IiETZ Reciproc, orice lanț staționar iiETL, poate li reprezentat ca mai sus, luind drept II închiderea subspațiului lui !«,(£!) generat de si l' operatorul X v de Ce II, S s ci&î+i, c, ea: і=Г-Х se poate defini v a din L (O) )T — T T o dt ( ) rT ■£ Evident, MrlT =— ЛИ с, di = — mT = m, conform" си;Г ( ) х Jo ' Semnalul £ se numește ergodic dacă lim Г(^т) = Consider-nd un T -»oo șir de momente Tn-+oo, fiecare din v a к]Г„ are media m, iar oo (fig ) Teorema următoare dă un criteriu de ergodicitate [ ] teorema V Dacă e Se, У = [ , ©o) esfe un semnal staționar continuu in medie și dacă Jim CI - тП («) dw = , г-oo T Jo \ T ) atunci semnalul este ergodic Demonstrație în acest caz, avem DrlT = Jf(Tj ) m = dtAds —wz = L dMd = țrx(i, ) di л d = ,T T — )diAds, conform teoremei V , (b) Efeetuîiid schimbarea de variabilă în integrala dublă и — t — s, v = ■?, rezultă O /-î’ / Д/ \ DriT — — \ ■ КД и) du Ш T) ’ Atunci conform ipotezei rezultă lim Dt)t= , deci £ este ergodic T-»oo Teorema V Dacă lim K^u) = , atunci £ este ergodic «-♦OO Demonstrație Pentru orice s> putem alege A> astfel incit I І *•> г de îndată ce ti> A Atunci pentru T> Л, avem și se poate aplica teorema V Й Observații Ne situăm în ipotezele acestei teoreme Atunci Drlr —» și v converge ta medie către m = -Wg/ (pentru T~>oo) deci dacă T este suficient de mare, avem formula aproximativă С n^cT = -— \ d* Dta cele spuse, reiese utilitatea condiției de ergodicitate lim Kț(ii) — care asigură «- oo modalități de calcul aproximativ al caracteristicilor statistice ale unor semnale aleatoare, folosind o singură realizare, urmărită un timp suficient de mare în practică se utilizează noțiunea de internat de corelație [ — c c] pentru un semnal staționar E, in afara căruia se poate neglija Kț Interpretarea acestuia este aceea că v a Er £ L (ft) derivabile de к ori, cu derivai >• continue (în medie) pe un interval ST al lui [R Dacă S ’, i-и a ^ + + + + «Л • (r’- ) : S > S«”, E, » (-l)*a oî , atunci semnalele aleatoare E(' și, mai general, D£p ОД( sînt de asemenea staționare Teorema V Fie = un semnal staționar din S'*’, A: > , eu funcția de eovarianță K (a) = О, MIH, = JlDj't = af m, unde m = t , C jț)(f) = = (-l)’jSr ,p+e,(«) etc [ ] ’ ’ S Exemple, a) Dacă D : S( > —» sl , este operatorul uzual de derivare, atunci (V)le avem Ш; = о / un semnal aleator staționar cu media nulă și funcția de eovarianță A'(() = e it' Atunci I —c* dacă I ( = A-;,(Z) — a(Zj este continuă și, derivind, rezultă conform exemplului a) it] n « e = [R, ( ) unde A este un semnal determinisțic, rjt un semnal aleator gaussian cu media și funcția de eovarianță A„(i, s) Din teoria generală a ecuațiilor diferențiale, soluția este exp l [A(s) + ]s] de, t e Jo Notăm eu (” ®" ■ pZl(x) d® = J—ее и > Mi J-oc unde (îut Y" Г r* = У—— exp m ( J( «)ds -п-Ф(і) Я> И ! J» r‘ r‘ ф( = T \ \ A\(p, / д \ Гг‘ l д \г = |ПТ + \ ^(M) ,(;), densitatea de probabilitate a soluției țt II Fie im operator diferențial liniar L definit prin Lx = «"*’ - + • • + «, (*) i s = E°> - ], A> fixat, cu «j, , a„ funcții continue (determinist ice) și fie (îți, s) funcția Green asociată Așadar, pentru orice s eST fixat, funcția ;r(f)’=G(t, ) este soluție a ecuației Zjj=O pe ^\{з}, nulă pentru i s, a■ e ER, iar daca Lx = x" -ț- ыгх, ы > , atunci , dacă '(î, s) = — sin co(i — s), dacă t> Dacă toți coeficienții sînt constanți, atunci (x{t, s) = '(t — ), deoarece dacă -c(t) este soluție pentru ecuația Lx— , atunci ®(t + t) este soluție, (V)r e [R Faptul că G'(t, s) = pentru t L (fl) Soluția- ecuației diferențiale Zțaj)=i>, verificând problema C'auchy ж( ) = , я,"“ *( ) = va fi atunci ж( = f G(t, s) &,de Jo ( ) într-adevăr, derivînd sub integrală in raport eu t, rezultă ( ^-^(t, s)t>jls, — și = ț -^(i, ») ■ ^Sds Jo Jo deci L(xt) = ( L(G)b ds + bt = b, , Jo adică semnalul xt verifică problema Oauchy respectivă în cadrul teoriei distribuțiilor se obține o interpretare remarcabila a funcției Green, anume G(t, s) este funcția de pondere sau răspunsul-impuls al sistemului dinamic Z, adică răspunsul la orice moment t, t>s, la impulsul bt = (t — s), în ipoteza că pînă la momentul s sistemul este în repaus într-adevăr, este suficient de aplicat ( ) și de observat că a) (fj — s) da = G(t, s) Reprezentarea integrală ( ) permite exprimarea caracteristi oilor statistice ale lui xt în funcție de cele ale lui ht Astfel, Mx, = (' G(t, S) ■ (Mbf) = ( G(t, u) du ( G(s, v)(bu, bt> da, Jo Л) iar dacă b, este semnal staționar cu media nulă și coeficienții «,• sînt constanți, atunci pentru funcția de covariantă a semnalului ® are Ioc formula t+s) = \ G(u) du \ G(v) Kb(s + u— v)d® ) Jo -’o în general, sistemele reale au o memorie finită, deci pentru t-»oo avem G(i)-> și în acest caz Kx(t, t - s) nu depinde de t, iar x poate fi asimilat cu un semnal staționar cu funcția de covarianță -&,(») G(u) du ( G(r) A' ( s- |- u— v) de Л Jo Folosind faptul că G(u) = pentru u ( ) * — oct — oo și, în final, rezulta următoarea relație de eonvoluție : Kx H* Kb, unde am notat H(w) =(°° G(w)G(h - iv)ău СО ( ) ( ) Pentru a da un exemplu concret, considerăm un circuit KL sub acțiunea unei f e m Et asimilată cu un semnai aleator staționar cu funcția de covariantă K^t) Xe-» ( a a> constante) Calculăm funcția de covarianță a curentului i( К Ecuația diferențială verificată de i esle t' - - — ' ; F-t- Pentru operatorul Я Lx - x'-| funcția Green este L dacă КО, (!(t) = ■ e L , dacă t > , în acest caz, aplicînd formula ( ), rezultă //(«’) u»> , U' ) dt» J—OO XL li o integrală ușor de efectuat ; pentru t se obține expresia dispersiei curentului staționar ALf (f- + a)« XL ALS I) = — e di» = • =• :— ' ‘ /f J Л Ii K(R + aL) J ■°° Fu I Pentru a obține formule mai precise trebuie aplicată formula ( ) В REPREZENTĂRI SPECTRALE SI PROPRIETĂȚI ENERGETICE Este binecunoscut rolul important pe care îl au în analiza Fourier deterministică descompunerile semnalelor în armonicele lor Astfel de descompuneri au loc și în cazul semnalelor aleatoare; în special in studiul sistemelor dinamice liniare sînt utilizate în mod frecvent descompuner i armonice în termeni elementar i (de tipul e^ * cu frecvența w continuă sau discretă) în studiul analizei matematice de corelație șe disting semnalele cu energie finită și cele cu putere finită, energia și puterea fiind variabile aleatoare, pentru care semnificații aparte au valorile medii ale acestor entități Uu paragraf separat va fi consacrat noțiunii de zgorrrot alb, ca semnal ideal avînd toate eșantioanele distincte necorelate între ele § Reprezentări spectrale ale semnalelor staționare Integrala stochastieă în raport eu un semnal eu creșteri necorelate Reamintim că un semnal aleator E, e So, £ = {Kt}tex, cR, se numește cu creșteri necorelate dacă pentru orice momente fo t , — E,t | , dacă t Dacă se notează cu £ mulțimea funcțiilor în scară, asocierea ? -» -»L (D) este o aplicație (E-liniară și în plus, ИІ( în LoțdJ ) și se definește elementul din L (Q) Д ) = ( 'U, = Hm I( „), ( ) J„ »l > numit integrala stochastică a lui L (Q), >(!( ] poate fi substituit prin orice alt interval al dreptei reale De exemplu, dacă — oo Fie^T o mulțime timp ;ofuncțieK :^"->Cse numește de tip pozitiv dacă pentru orice număr finit de momente іп t , , t„e matricea A = [K(ft — ^)]i este hermitică și pozitivă, deci pentru orice ®i, ® , , x„ e C avem £ К (tt — Z;) x{x} > Există două exemple tipice de funcții de tip pozitiv : I Funcția de covarianță K$(t) a unui semnal aleator staționar, într-adevăr, conform teoremei V l, K^t — s) = Ktjs — t), (V)s,f ^ și în plus, pentru orice a?eC",x=[a? » și pentru orice t , ,tne ST, avem f» £ Kț (tt — tj) XtXj = cov (u, u) > , unde w = S *= II Transformata Fourier F(a) a unui semnal deterministic real f e L^K), cu valori pozitive într-adevăr, pentru orice a>lr , wBe [R și pentru orice xu , xn e Q F( O, I —OO —oo unde X { — Un rezultat fundamental il constituie următoarea caracterizare a funcțiilor de tip pozitiv și de reprezentare integrală a acestora Teorema V ( ) Varianta discretă (Herglotz) : Un șir {JT(n)}^ez este o funcție de tip pozitiv Z ^(£ dacă și numai dacă există o funcție mărginită și monoton crescătoare F: [—n, tc]-»R astfel incit K{n)=C e^dl^Ă), (V)neZ- ( ) ( ) Varianta continuă (Bochner-Hincin): O funcție continuă К ■-&-*(£ este de tip pozitiv dacă și numai dacă există o funcție mărginită și monoton crescătoare F : [R '£R astfel incit K(t} = \ ei'xdF(X), J— (V)| |R ( ) în fiecare caz, măsura dF este unic determinată și se numește măsura spectrală asociată funcției K Demonstrația acestei teoreme poate fi găsită in multe tratate de analiză sau teoria probabilităților [ , , ] Densitate spectrală a urnii semnal staționar Fixăm un semnal aleator staționar £ = {£J( jr din So, cu funcția de cova-rianță K\t) Presupunem " = R (cazul = TL se tratează similar) Am văzul la punctul , exemplul I, că fuiictia A"(Z) este de tip pozitiv, deci conform tereraei V , varianta continuă, rezultă că există o funcție mărginită și monoton crescătoare F : R R astfel incit să aibă loc formula ( ) Funcția F se numește funcție spectrală a lui , valoarea F(X) se numește intensitate spectrală a lui E în intervalul ( —oo, X), iar derivata ei /(X) = F'(X) există a p (F fiind monotonă) și se numește densitatea spectrală (sau spectrul de putere) pentru în ipoteza că f e Ln ceea ce se întâmplă in multe din cazurile importante, F este absolut continuă și pentru oriei* «, a* R, arc loc formula p'(X) dX =F(F) -F(a) (V anexa ) Formula ( ) arată că funcția de eovarianță A'(t) este transformata Fourier inversă a densității spectrale f( X), adică r A’(Z) = \ /(X) ■ ej,x dX, (V) t e R și prin inversare, /(>-) = Г K(t)e~>‘>-dt, tc J-oo (V)XeR Conform corolarului teoremei V avem A'(—t) = K(t), deci /(X) = — ( A’(/) • (cos tX — j sin tX) d/ — тг [A'(f) (cos tX — j sin tX) -Ț- K(t) (cos tX + j sin tX)]dr iar dacă £ ave valori reale, se obține formula c /■(л) = —( A'(f)cost/ df, (V)XeR ( ) C Jo Din formula ( ) rezultă următoarea formulă pentru dispersie : л^ = л:( ) -( /(x)dx J - oo De exemplu, dacă un semnal staționar b are densitatea spectrală {c, dacă = , *—oo / K(t) df = și notînd i>/=C >^(Â)ti? , *—oo rezultă Df • DK > — Această relație de incertitudine arată, că unui spectru mai îngust îi corespund^ o corelație mai mare, iar unui spectru mai întins îi corespunde o corelație mai mică Există o bogată literatură consacrată problemei, de marc interes practic, a determinării densității spectrale a unui semnal aleator (sau funcției de eovarianță) pe cale experimentală [ , , ] Teorema de reprezentare spectrală O consecință importantă a teoremei V este constituită de teorema care minează și care utilizează Ierna stabilită în Teorema V (de reprezentare spectrală) Fie £ e Sa un semnal staționar cu media nulă, cu funcția de eovarianță K(t) și avînd funcția spectrală F continuă la dreapta ( ) Varianta discretă : dacă ST — L și K(n) =Л ej’ X ^, ф-Л” tp e IR C'j, , € (Г îi + C^tp Evident, aso-este bine definită, este (D-liniară f|I( HI, adică un izomorfism de spații Hilbert Notăm = Z(©), unde X Semnalul £ are media O deoarece CxeZ/țși = , are creșteri necorelate, iar dispersiile creșterilor sale sînt egale cu creșterile funcției F, deoarece Жх, - U) - Сх,) = М[ЗДед] = Г Ф(Х)Ф(Х) dF(X), J —oo unde L (Q), păstrind produsele scalare și coincizînd pe submul-țimea densă £ a lui L (dF) Luind ) = |c(X)| dF(X) Pentru E considerat ca la început se^obține A\(n) = ( eJ’xdG(X) = ( eiBX|e(X)|*—= J-n J—Ti ~ c) Folosind rezultateleși notațiile de la , indicăm unele proprietăți legate de reprezentarea spectrală a semnalelor analitice Fie = Xt -f- j Yt un semnal analitic staționar, unde Xt, Yt au reprezentări de forma x( = ( c₽,'d^- Y t J-oo Jo adică este suficientă integrarea după frecvențele pozitive P ea mințim că pentru funcțiile de covarianță avem = Ar(f) = ( f(X) ejxt dX = ( f(X) cos t dX, *—oo Jo conform cu ( ) Deoarece Кіг(/) este transformata Hilbert a lui Kx rezultă CC -OO KXy = - j \ f(X) eiX'sgn dX = l f(X) sin XZ dX J —oo «* și, in fina] f(X) e^'*dX, O deci densitatea spectrală a semnalului & este egală cu f(X), dacă XE> și cu O, dacă X cu coeficienți constanți D : *-* £ «^"“^atuncireprezen- A—O tarea spectrală a semnalului Dțt este - = ( e*‘[a Oxr -+••• + «» i(j*) + «»Idi;x, ( ) j — dacă are reprezentarea ( ) Notînd cu g(t ) expresia din paranteza mare, se poate formula Teorema V Fie ecuația diferențială Dyt = un semnal aleator avînd reprezentarea spectrală ( ) spectrală F(k) Dacă integrala unde este •și cu funcția -dJ -) este convergentă, atunci ecuația diferențială respectivă are o soluție semnal aleator staționar și anume г °° !lt = \ -d /, dat de relația ( ) avem onform cu ( ) D^=(M J —oo S\^) deci conform cu ( ) va rezulta J)gt — Dacă an = , atunci la soluția yt se poate adăuga o v a oarecare , necorelată cu semnalul De exemplu, ecuația yț = are soluția ?/j= + ( —d£x, în ipoteza că ( - dl'(X) () constant Atunci conform formulei ( ), densitatea spectrală a curentului it este л°° Ш)= —( e-«l-j<>dt, лТС J —oo adică este transformata Fourier inversă a funcției e~aW, deci y (Xl == (prin calcul direct sau folosind tabelul dat -(a - X ) în cap II, § ) Atunci aplicînd ( ), se obține R a ^C A’ X + )(X +« )' Dispersia semnalului Et va fi dată de formula ( ), deci r n ? D^ = C /£(X)dX=^- J—oo ’ dX со (СаЖаХ +l)(xa -aa) și după un calcul simplu, rezultă DE = + XCa Multe alte exemple pot fi tratate în mod similar Semnale aleatoare distribuționale Se numește semnal aleator distribuțional orice aplicație liniară și continuă Q L (Q), unde Q este spațiul de funcții-test definit în cap II, Orice semnal aleator în sensul paragrafelor anterioare £ :R->L (O) se poate asimila, cu un semnal distribuțional, anume £ '• > ->■ L (Q), punînd £(?) = ( (V)?e , J — în sensul formulei ( ) în mod similar, orice semnal aleator discret ? : Z-*L (Q), adică un șir £={ЧЯ}» de v a din L (O) se identifică prin semnalul distribuțional ț definit prin £(©)=£ Dacă £ este un semnal aleator distribuțional fixat, se poate defini media lui £ ca fiind funcționala liniară :©>->(£, Ф, (?, ф) în analogie cu definiția , semnalul distribuțional £ se numește staționar dacă (V) (зд=ед, к^, ттф)=едф), unde Ттф este translatata cu т а funcției fiind o constantă Notind и rezultă A'((Z)= Aue~“;(I, deci pentru ti -+ oo, A\ (Z) constituie un șir reprezentativ pentru distribuția k , deci curentul in circuit tinde către un zgomot alb cu intensitatea k (dacă de exemplu rezistența tinde către zero) c) Fie un semnal staționar din S (notațiile sînt cele de la ), cu funcția de eovarianță Xț(Z) = Ae a' ' I cos aot -| -sin ы t I > \ “o / A, a, o fiind constante pozitive Considerînd semnalul i = wîigR- z ?)• Folosind formula ( ) rezultă reprezentarea integrală г & = — \ :xe a(, x> sin too(Z - Z) dZ ‘■'o J- ' d) în condițiile de la punctul I, să presupunem că ) este un zgomot alb cu funcția de eovarianță Аг X unde c și X) sint constante pozitive în acest caz, funcția de eovarianță este -X K^(t) = c \ e ’MdX = c J-X„ g“jXol c -— — • - Sin Xof, ji -l deci orice doua eșantioane luate la intervale de timp multiplii întregi de -—sint песоча reiate Dispersia lui $ este D$ = AV(O) = cZ , deci este finită Totuși zgomotul alb de bandă este o noțiune ideală, pentru că o funcție de tipul /(X), cu discontinuități exact în punctele ±X nu poale fi realizată efectiv Un avantaj al considerării zgomotului alb de bandă constă in faptul că el poate fi discretizat, deci este determinabil cu precizie prescrisă printr-un număr finit de eșantioane ale lui Citeva tipuri de zgomote Sistemele mecanice se află totdeauna sub acțiunea unor forțe Său momente aleatoare, sistemele electronice sub acțiunea unor curenți sau tensiuni aleatoare; există in orice mediu fizic nenumărate surse de zgomote interne sau externe O ipoteză care simplifică considerațiile teoretice (și care se confirmă în practică adeseori) este cea de normalitate a semnalelor aleatoare respective, deoarece repartiția gaussiană este caracterizată prin medie și prin funcția de eovarianță (pentru semnale staționare se consideră de asemenea densitatea spectrală ) Zgomotul termic este datorit mișcării electronilor în rețeaua cristalină a substanței și poate fi asimilat cu un semnal aleator gaussian și ergodic, care în plus este zgomot alb într-o bandă de frecvență foarte largă în raport cu frecvențele uzuale Se poate arăta că o rezistență R în echilibru termodinamic, cu temperatura absolută T, este echivalentă cu un generator avînd f e m un zgomot termic e, cu funcția de eovarianță Jfe(i) = fciRÎ’S(t), unde к este constanta kRT lui Boltzmann; densitatea spectrală a lui et este egală cu —- - , exprimată in V /Hz Proprietatea de ergodicitate a zgomotului termic permite ca realizările vizualizate pe ecranele osciloscoapelor să reprezinte suficient de bine proprietățile statistice, așa cum am subliniat la Un alt zgomot aleator este fluctuația intensității datorită naturii discrete a purtătorului de sarcină electrică în lămpile electronice și care are de asemenea o densitate spectrală constantă într-o bandă largă de frecvență, ceea ce îl asimilează cu un zgomot alb în semiconductor! apare un zgomot similar, datorit fluctuației numărului de purtători de sarcină în cadrul fenomenelor de generare și recombinare Densitatea spectrală a acestui zgomot (numit de generare-recombinare) este de forma - ■ • —, unde ) este dispersia к H- X ^ curentului respectiv, iar t este timpul mediu de viață al purtătorului de sarcină (se poate considera f ^ " s) Funcția de covarianță este De-'«|/i Pentru frecvențe X astfel incit O- X și b fiind constante și D dispersia amplitudinii f) Răspunsul sistemelor liniare la semnale aleatoare Fie un sistem liniar x у și presupunem că la orice moment s este aplicat un impuls S, iar răspunsul Ia momentul t al sistemului este Lt (t—s) și se notează G(t, s) (tocmai funcția de pondere) Formula de filtrare ( ) din cap II, § , x (/) = C (s) (t — s) ds implică СО relația ?/(/) = Za?(t) = ( a?(s) Z, (/ — s) ds = ( G (t, s) x(s) ds J —oo —oo Dacă sistemul este aflat în repaus pînă la un moment t și făcînd presupunerea că G(t, s) = ori de cîte ori t este o constantă și Juăm t = ) a) Amplificator Presupunem L :x(t)^kx(l) = y(t) în acest caz G(f, s) = k (t — s) și dacă x este un zgomot alb de intensitate I atunci conform cu ( ) rezultă Kv(t, s) = = Ik (t — s), deci j; este tot un zgomot alb cu intensitate de k ori mai mare b) Integrator Fie L:xt-+y, unde y'(f) = kx(t) în acest caz G(t, s) = ka(l — s) Reacția sistemului la un zgomot alb de intensitate I este, conform cu ( ), un semnal aleator у cu funcția de covarianță Ky(t, s) = k~ I min (/, s) ; se observă că у este un semnal nestaționar c) Derivator Fie L :x(t) h-> kx'(l) = y(t) Se verifică imediat că G(t, s) = F J(( — s) și că Kv(t, s) — k f j'(l — s), dacă Kx(t, s) = ( — s) d) Intîrzietor cu x, x> în acest caz, L :x(t)-*y(t) = kx(t — t) și G(t, s) — = k (l — s — t) Conform cu ( ) avem {k I (t — s), dacă t> x, s> x, altfel e) Sistem aperiodic Presupunem L :x(()H>y(t), unde Г?'(О+у(О = kx(t), Tt> i—s fixat în acest caz, G(t, s) = ke T și un calcul simplu arată că reacția la un zgomot alb de intensitate I este un semnal у avînd funcția de covarianță |i—s| i+s кгІ Г T ~~ T Kv ) = | /(jX) |a ■ / (л) Pentru a rezuma, dacă x, este un semnal aleator staționar cu media inx și funcția de covarianța /£, atunci pentru a determina caracteristicile statistice mv Kv ale ieșirii ( ) corespunzătoare se aplică succesiv formulele următoare : n> = — - mx, /; (X) = = ‘‘'‘dt = I II(j X) \-fx (л), Kv(t) ( d'/„ și pentru J — со J—oo r°° dispersie, Pfy = Kv( ) \ /ț(X) dX J- De exemplu, fie sistemul dinamic x i-> descris prin y' ay = x, unde a este o constantă reală ; așadar f/(jo>) = - și — -mx Dacă x este un semnal avînd jco -i- a a DTa D^a media nulă si densitatea spectrală /т(л) = , atunci /’,,(X) - - -(«M- >?) * -(а + Хг)(«г-(- } și se poate calcula Kv(t) în particular se obține imediat D„ »= D, • «a -F a C FILTRARE ȘI PREDICȚIE în cele ce urmează, indicăm succint cîteva aspecte matematice ale filtrării și predicției semnalelor aleatoare; în multe cazuri, problema revine la a găsi cea mai bună aproximare (relativ la norma dintr-un anumit spațiu Hilbert) a unei v a necunoscute, cunoscînd eșantioanele unui semnal aleator observabil intr-un anumit interval de timp O atenție specială va fi acordată cazului liniar, în care se aplică criterii de optimalitate bazate pe metoda celor mai mici pătrate în practică, filtrarea și predicția liniară sini mai ușor de realizat tehnic și, în plus, în cazul des întâlnit al semnalelor gaussiene, optimalitatea neliniară și cea liniară sînt esențialmente echivalente § Problema de optimalitate Preliminarii Fie (D, У P) un cîmp de probabilitate fixat Pentru orice semnal aleator £ e So vom nota JQ a-algebra generată de adică cea mai mică g-algebră care conține toate evenimentele de forma {£, g B}, cu t g У, PgR boreliană Fie L| spațiul v a de pătrat integrabil relativ la cîmpul (D, P); acesta este un subspațiu Hilbert al lui L,(t ) Fie închiderea in L„(£ ) a subspațiului tuturor combinațiilor liniare finite de eșantioane a lui E, la care se adaugă constanta Așadar, notând Ps — ={с сД/ +• • - + e,&>elR, g Г}, rezultă Н =Рг; evident H c:Li, deoarece v a c -j- ег £( cuC«B aparțin lui L|, iar limite în medie de șiruri de astfel de v a aparțin de asemenea lui Li Se mai spune că este subspațiul liniar al lui L| generat de ț și fiind închis, este de asemenea spațiu Hilbert relativ la produsul scalar din La(£ ) Dacă mulțimea timp У este un interval, atunci se pot considera și alte c-algebre remarcabile asociate unui semnal aleator fixat E și unui moment fixat t; de exemplu, trecutul lui t, (respectiv viitorul lui t, K^t) este ст-algebra generată de evenimentele de forma {Es g B} cu s (respectiv s> t) și B /, H>; etc Punerea problemei de oplimalitate O problemă de mare importanță în teoria semnalelor este cea formulată in continuare, numită uneori problema de optimalitate Fie q e La(Q) o v a și un semnal E e Sa, E {E,}/e,r; problema constă in a găsi o evaluare optimală vj g L| a lui r„ care să aparțină spațiului L| asociat evenimentelor legate de observarea semnalului E, deci care să depindă de eșantioanele E«, t ef, Și astfel incit expresia || r, — |[ = M| /) — rt | să fie minimă, adică F, — IH - (V)^eL| Variabila aleatoare v- se numește cea mai bună evaluare a lui q în raport cu Reamintim următoarea teoremă binecunoscută a lui F Riesz : Dacă Я este un spațiu Hilbert și РсЯ este un subspațiu vectorial închis, atunci pentru orice vector xeH există și este unic astfel* îneît || ж — ж|| r, Așadar e M pentru orice C e L| avem -q — vj i adică — ^) оо Dacă У este o mulțime finită, ,tP], atunci conform cu ( ), vj este egală cu media lui t, condiționată de v a £( , , care se poate calcula experimental Dacă Г este o mulțime numărabilă, — {tv t , }, atunci revenim la cazul precedent utilizînd Lema Fie F «-*OO Demonstrația lemei este imediată : fie rin = pvFn Q, n> ; evident șirul {•/)„} are creșteri ortogonale [vji+i — — щ-і, (V) Ă->’l]și || )Я|КІІ )|| Atunci există •/;«> = Hm ]„șicum ș,€FacFOT «-♦OO rezultă /jo© eF„ Rămînc de arătat că r,«, = prFoeT), adică = — pentru orice у eFm Dar pentru m > n avem = pentru yeF, și făcînd m->oo, rezultă <>) — tj», y> = pentru у eF„, adică = Ц-Atunci = lim î}„, iar -/]„ este calculată ca în cazul mulțimii timp «-♦OO finite în cazul F general se poate considera o submulțime numărabilă densă a lui adică ~f = \ ^(t, s) ds, f G R • Dacă sistemul L este invariant în J—со timp, iar £ este un semnal staționar de medie m, atunci Mzt = = ш ( h(u) du Dacă h este funcție din Ln evident filtrul este stabil și J -oo notînd cu Щы) — Fh(u) transformata sa Fourier, adică funcția de transfer a filtrului, rezultă Mzt = m 'H(O) Remarcăm de asemenea că Jtf( ( s) = ( ( i(t — u) h(s — li) И (?,Лѵ) dud» J—oo J —со Presupunînd că £ este staționar cu media nulă, rezultă pentru funcțiile de covarianță relația s) = ( ( h (t—u) h(s — г) KK(u — y) du de J—OO OG și punînd t — и = x, — v = y, rezultă Kt(t, s) = ( І h(x) h(y) (x+t-y—s) da? di; J —co oo și notînd и = у — x, rezultă Кг( ) = ( ( h(x) Л(а?+«) Kțft — u) do;du J— oo J—oo Notînd p — li * h, adică r°° p(u) = i h(x)h(x -j- u) d® J— (funcția p fiind uneori numită, funcția de autocorelație a filtrului L), rezultă în final că între funcțiile de covarianța ale semnalelor ' și z există legătura (t) — l p(u) IQ(t — u) du, *—©O adică Кг = p * K^ Așadar, proprietățile energetice ale semnalului de ieșire z sînt determinate prin această formulă și depind de proprietățile energetice ale intrării E,; proprietățile statistice (funcție de repartiție, densitate de probabilitate etc ) ale lui z sînt însă mult mai dificil de exprimat în funcție de cele ale lui ț, în afara cazului cînd î (deci și z) sînt gaussiene Considerînd transformata Fourier în formula precedentă, rezultă FKf w)=Fp( w)FK^m) și eum Fp(w) =H(f)H(fj== = \H(f) | , rezultă relația fundamentală ИЦ») = \H(f)\*FK^) Dacă E este un zgomot alb, atunci i'Kfu) este o constantă și deci spectrul de putere al semnalului de ieșire corespunzător este proporțional cu pătratul modulului funcției de transfer a filtrului Exemple importante de operatori T L în teoria semnalelor sînt date în lucrarea [ ] Predieția senma'elor aleatoare staționare Fie Et un semnal aleator staționar avînd o reprezentare spectrală de forma ( ) eiftd^, avînd densitatea spectrală /(X) Facem ipoteza că funcția Дх) este o funcție rațională care se poate pune sub forma fW = P(jx) Q(jM (V)Xe[R ( ) unde P, Q sînt polinoame cu coeficienți reali, stabile (cu rădăcinile situate în semiplanul Rex fixat) din observarea eșantioanelor t () Din relațiile ( ) și ( ) rezultă ?(>■) = e, -TP(j X) — et(j X)* Л« p(j M ' P(jx) Q(jX) e^ •P(jZ)-''\: at (jX)i]-P(-jX) Ыо I , deoarece atît numărătorul cit și numitorul se anulează pentru = = — p’j,, iar polinomul Q este presupus stabil O majorare convenabilă arată că funcția verifică condiția ( ) într-adevăr, considerând conturul constând din segmentul [ —P, P], P>(), al dreptei reale și semicercul y: |s| = P, Irni?> , parcurs pozitiv, din teorema lui Cauchy rezultă Dar ?(X) ej Jdx ( X) | • -Л |Z|=A și cuin I oo ca -, unde m este gra- I Х|п-Я‘+ dul lui P, iar n gradul lui Q, rezultă că pentru orice t (X)ejX,dX = lim l ?(X)ejZ'dX = — lim i ț>(X) ejZ'dX= —co Jî-*oo Jy Este de asemenea evident că funcția ff(jX) definită prin ( ) aparține lui L (dF) Rezumînd discuția precedentă, se poate formula Teorema V [ ] în ipoteză ( ) asupra semnalului aleator staționar £(, predicția vj a viitorului r, = £- (v> fixat) este dată prin t = S «л, *=O unde coeficienții ak, ! rezultă că fracția poată fi scrisă sub forma ’ P(jx) Z^X) = Ге- Wf(z) djr, ( ) P(j X) Jo unde И este o combinație liniară de funcții de forma i,s e“, Corolarul Cu notațiile precedente, avem n — HL- = s M(w( )+C p—Q J—oo ( ) Demonstrație Avem conform cu ( ), ( ) n — m— -сю -oo / -oo \ *, =\ (^ж d?x OO p=Q j— OO J — \ Л) / Din relația r°° « /*°° £t=l ЛСх rezultă ^»( )=( (jxrdCx j — j — oo și, pe de altă parte, Rezultă atunci imediat formula din corolar Corolarul Cu notațiile precedente, dar înlocuind momentul t = O cu un moment t arbitrar, are loc formula (r > t ) n-m-l tQ = £ ^w(fo)+\ Wo~ S)?sds ( ) p**Q J—oo Demonstrația este absolut similară celei a corolarului Corolarul Asocierea {pentru ~>t fixate) este liniară și poate fi realizată printr-un sistem dinamic liniar avînd funcția de pondere M Demonstrația rezultă direct din formula ( ) și din cele spuse la Formulele precedente conduc cu ușurință la alcătuirea unui program de calcul al predicției optimale Remarcăm de asemenea că acestea pot fi extinse la cazuri mai generale de densități spectrale /(X) [ ] filtrare liniară a unui zgomot aleator Fie y{t) un semnal deterministic necunoscut și rit un semnal aleator (zgomot) staționar cu media nulă astfel incit să se poată face observații asupra semna- lului = y(t) -|- rlt, tef, cu scopul estimării funcției у pe intervalul de timp și al posibilității de izolare a acesteia de zgomotul rr » In ipoteza că ~ = [a, fe] și semnalul у este deforma ?/(t) = £ л=і unde P(t)Ș(dt, ( ) £- Ja unde reprezintă matricea inversă a matricei b Integralele l nf Se obține atunci formula de eșantionare a pătratului unui semnal, anume x (t) = ne L • Sa (~( ft — n)) și, mai general, ®*(t) = £ ж* л GZZ • Sa (tz ( kft — n)), pentru Ic > Denumirea de funcție de fantă sau funcție de eșantionare dată funcției sa este pe deplin justificată prin formulele anterioare ; o proprietate importantă este aceea că șirul = Sa (тг( /і — и)), n e Z, este un șir ortogonal de funcții din L , așa cum am remarcat în cap III, § , lema (sau cum se probează direct ținînd seama de formula lui Parseval și de expresia transformatei Fourier a funcției Sa) Formula ( ) se scrie atunci sub forma ж(і) = x nelL (v) • și, ca o consecință, energia semnalului x este egală cu x(t) dt = Yt x tn,n — ) \ [R un semnal din Lx cu durată mărginită, i e x(V) = , pentru orice |i| > —t> fixat Atunci spectrul lui x este bine determinat prin cunoașterea valorilor sale într-un șir de puncte echidistante (cu — , anume are loc formula к t / FM = X F’j Li-Sa( r(T Pentru orice semnal continual ж : [R -> C se poate considera semnalul discret е(ж) = {ж(»Т)}я х, numit T-e^an-tionarea lui x Invers, pentru orice semnal discret a = {a^en se poate defini semnalul continual x = p(a), punînd (V) t e [R, x(t) — a„ dacă te [nT, (n - )T) n e Z, numit T-reținerea (sau blocarea) lui a Operatorii de reținere și de eșantionare nu sînt inverși unul altuia; mai precis, au loc relațiile гр(а) = а, рг(ж) x etc Fig Reprezentarea : a) operatorului e de Г-eșantionarc; b) operatorul p de T-reținere Pentru orice semnal continual x: [R -> C vom utiliza în cele ce urmează notația x pentru semnalul ре(ж) Evident, x este o aproximare in scară a lui x Dacă x este o funcție continuă și ’ este ales suficient de mic, atunci ж este o aproximare oricît de bună a lui ж Realizarea tehnică a operatorului ж i-> ж este lesnicioasă (închiderea ,, rețelei” la fiecare T imită ți de timp) Formula ( ) dă condiții ca un semnal să fie determinat prin eșantionare discretă de pas T = — ; această proprietate este utilizată curent în transmisia informației și revine în esență la înlocuirea semnalului continual ж inițial prin semnalul discret г(ж), folosind multiplicatorii а(тг( /і — »)) Pentru a determina lărgimea canalului de transmisie, ca și pentru prelucrarea convenabilă a semnalului, este util să fie cunoscut spectrul semnalului eșantionat și, în acest sens, indicăm cîteva metode de calcul al spectrului unui —о Fig Reprezentarea : a) semnalului x asociat unui semnal continua! x; b) realizare tehnică a operatorului xe->x semnal eșantionat, distingînd cele mai utilizate procedee de eșantionare Introducem mai iutii două distribuții remarcabile de ordin : a) Distribuția de eșantionare ideală A = У fcT [sau indicînd * Z variabila independentă în funcțiile test, A(t) = J ( - fcT)] лег b) Distribuția de eșantionare analogică a( t — ■— * A, a ~f spectrele translatate nu se acoperă și tocmai acest fapt a permis scrierea relației ( ) Prin definiție, pentru un semnal continuu xe C°(R), se numește eșantionare analogică a lui x distribuția = a?Aan Lcmă a) Pentru orice к e £ distribuția yk = * іг , a sin x Așadar această x lărgime depinde numai de durata impulsurilor de eșantionare și este mai slabă decît în cazul precedent al eșantionării ideale Un alt tip utilizat de eșantionare este cel cu reținere, în care semnalul x(t) este eșantionat cu impulsuri de formă oarecare, dar cu amplitudini proporționale cu eșantioanele ж(пТ’) De regulă, se consideră cazul impulsurilor dreptunghiulare Fie [ în rest în analogie cu distribuțiile Д, Да„ introduse mai sus, se poate introduce distribuția de eșantionare cu reținere Дг = u*Ă Pentru orice semnal continuu x eșantionarea sa cu reținere este prin definiție distribuția x = x Sr Teorema VI Fie un semnal oarecare continuu OR -> (E (a) Pentru orice к e Z distribuția yk = u* xSkT este regulată, asociată funcției х(кТ), daeă t e [kT, ( c - )T), к e Z, — n O m rest (b) Are loc formula x = Ук-ke L~ Demonstrație (a) Pentru orice o e Q> avem = (•oo ( (*+!) T r? = \ *( = x(kT) ■ (u* SkT, ?> = x(kT){ u(t — kT) ) =F~ (co)H(co) = * * an Fig Schema-bioc de transmisie a unui semnal x și de obținere a se mnalului x, prin interpolarea eșantioanelor = -y-Fx(co) e J , deci x(( ) e J“TFB(co),iar înmulțirea cu X Ț Fp( R și a*, A (t) = exp (ja* /), = = f(t — tt) etc , utilizate în special în sistemele liniare, în legătură cu aplicarea principiului suprapunerii efectelor ; astfel de reprezentări se extind la ser ii sau la reprezentări integrale și ele permit exprimarea caracteristicilor statistice ale lui în funcție de cele ale termenilor Fie Ș, e Se un semnal aleator staționar ; se poate atunci asocia un semnal aleator discret cu reținere, asociat unui pas de eșantionare fixat T> , avînd o reprezentare ca mai sus, anume u(t — kT), unde w(f) = a(t) — a(i — T); *ег dacă = O pentru orice к e L, rezultă s) = Al^țt, $) Cazul cel mai important este cel în care f(t) = Sa — ; în acest caz avem S f(t — kT) = și S /(« - pT}f(s —pT - mT) = f(t — s + mT), keTL PSTZ așa cum se vede aplicînd transformarea Fourier și folosind formula Poisson din И Dacă Mak = a=const, atunci rezultă în acest caz Mvit = a și Mrft, s) = £ M(avap+m) f(t — s + mT}, deci Kr(t, s) = meTL = Jfjt, s) — a = S + m^) — a și -q este acum »ea un semnal staționar Teorema VT Fie e SB un semnal staționar cu media nulă și cu bandă mărginită de frecvență în sensul că ff ы) = pentru «| > Atunci (Tîrt — fczt) a p J J ( ) Demonstrație Luăm at = țtT, к e Z ; în acest caz M(apap+m) = = K-fkT) și notînd iq( = У a>= Sal — — Ы), atunci conform celor spuse anterior rezultă că vj este staționar cu media nulă și, în plus, K^t) = Kz(mT)Sb(—- - mT meZ \ T Deci pentru densități spectrale, aplicînd transformarea Fourier, va rezulta că fr,(w) = A(w) Atunci pentru norma din L,, avem и - ѵз|| = - T)) = M(^} + ВД) - >(ад = = Ks( ) +K ( )- V Kk(t - kT} ■ Sa(—— ; AeZ \ T ) ultima sumă se calculează folosind formula lui Poisson E = teZ exp ( - jntțT) în acest caz, Mg, = £ M Ът u(t - kT) = (Mg) S u(t - kT) = Ml keTL beli și dacă media lui este nulă, rezultă pentru funcția de eovarianță, Z (f, s) = M(g, gs) = S S n{t -pT) u(s - qT) * peTLieTL și punînd q — p+ m, K*(t,s— У K^mT) Y u(t—pT)u(s—pT—mT)= £ K^mT)Um(t,s), % mS l peTL meTL unde am notat Z m(t, s) = £ u(t — pT) • u(s — pT — ml) Se observă peTZ că Um(t, s) = U(t + T, s + T) și că Um(t, s) = pentru | — s]>T Așadar K*(t, )=K*(t - T, s-\-T), dar semnalul gnu este staționar în sensul definiției V (căci T nu este arbitrar I), deși g a fost presupus staționar Așadar, prin eșantionare cu reținere se poate pierde caracterul de staționaritate Mai general, să considerăm un semnal aleator de forma rii = S atf(i—kT)m toți ®teL (Q), T> fixat «ez (impulsuri sincronizate modulate în amplitudine) Așadar, am înlocuit impulsul dreptunghiular и printr-unul oarecare f, iar amplitudinile impulsurilor corespund unui semnal discret nu neapărat obținut prin eșantionarea, ideală a unui semnal continual în acest caz, pot fi refăcute calculele anterioare și se obține Mij, = £ (MaJ •/(« - kT) și M^(t, s) = M^lt • rls) = лег = S М(аЛ+т) -pT- mT); șiținînd seama de mărginirea în bandă a lui ТЦы), anume notînd f(t) = Sa , avem £ Kz(t - kT) Saf— - cn) = £ Kft- kT)f(t- kT) = keTL \ T J keTl = v x ( /$( ) • Fr(~^ - w)dw • exp ( njktlT) = keTZ J -oo \ J- ) = ( Л(«) J/(—со) dto = ( Д(ы) dco = A ( ) ОС: OQ Atunci H - T)|| = KfO) + ц( ) - ^( ) = ^( ) - Q( ) și cum Д(ы) = / (o), se obține ^( ) = A\( ); astfel || ț - t]|| = , deci £ = tj a p , de unde rezultă teorema Reforniulăm acum teorema anterioară, cu notații schimbate Corolar Dacă £ e So este un semnal aleator staționar cu densitatea spectrală nulă în afara unui interval (—f), atunci e(“) = £ Sa(rc( /« — «)) »e / ( - ) Ca exemplu, presupunem că este un zgomot alb de bandă (conform cu V ), cu densitatea spectrală nulă în afara unui interval ( — Xo, Xo); în acest caz funcția de covarianță este Q(i) = c = —sin Xoi= cX Sa( Xot) Luind pasul de eșantionare T =—, rezultă t X c t că Kz(t) = j, Ș’ orice eșantioane luate Ia intervale de timp de lungime З-Тзіпі' necorelate [căci dacă я— = к T, atunci Kft—s)= (f Z f o \ r* = T Sa\~ T^) = deei COV(^’ = Eea’ mințim că în cazul cînd Zt este gaussian, necorelarea revine la indepen- dență; numărul Ăo este frecvența de eșantionare și în același timp, este cel mai mic număr pozitiv astfel că orice eșantioane luate la тс A distanța—- sînt independente § Cuantizarea semnalelor Un alt procedeu de prelucrare prin discretizare a semnalelor il constituie cuantizarea, sau așezarea pe nivele de valori fixate De această dată discretizarea nu se realizează în domeniul timp ca în cazul eșantionării, ci pe axa ordonatelor, în domeniul de valori ale semnalului Fie q > un număr real fixat (numit cuantă sau pas de ciiantizare) Definiție Pentru orice semnal continua! (cu valori reale) x :y-»R se numește q-cuantizatul lui x semnalul у = x definit în modul mănător : se consideră mulțimile q întreg astfel incit — x(l)sg Nq, pentru orice l atunci funcția ®x are cel mult V -|- valori în exemplul , bj am luat N = și cuantizatul respectiv avea trei valori ) Funcțiile Walsh studiate in cap III sînt strîns legate de procedeul de cuantizare pe două nivele ; reamintim că pentru funcțiile Walsh are loc o teoremă de eșantionare, enunțată în III , , probată în [ ] ) Dacă x este un semnal aleator, atunci caracteristicile statistice ale lui x și ’x pot să difere mult: teorema care urmează stabilește o legătură între caracteristicile statistice ale semnalelor x și x Cuantizarea semnalelor aleatoare Fie e Se un semnal aleator ; pentru fiecare moment t e J’’ se poate considera o variabilă aleatoare din Lg(£ ) și în același timp, o variabilă aleatoare discretă avînd ca valori posibile , ± , ± q, ; se poate atunci defini un semnal aleator numit q-cuantizatul lui ț Fixăm în Fig Reprezentarea cuantizatului semnalului sinusoidal t —> sin t, pentru = cele ce urmează un moment t și fie p(x) densitatea de probabilitate a v a țt„, F(x) funcția de repartiție corespunzătoare și ]=e^ Pentru orice teZ notăm ck = P {rj = qk} Așadar densitatea de probabilitate pT “* (« — qk) ds = ct eiM/ |> s> s> fiind fixat Notînd cu rt q-euantizatul realizării q E, funcția caracteristică a lui tj va fi or(co) = ț(co) Sal pentru j М®=Г p (a?)( + x - -J- x- +d® = • — OO J — \ -L * " • / = + jco } Jf?) + • • •» —— , atunci g eg(“) = ■“ j ț e“iA?I ^’ Sa(w — z) ds tî J-oofctz și folosind relația еі*иг = у § ( ы fc—V т: л^ ( q )’ rezultă în final = S Sa/-kn keTL V q / \ ( ) tz tc îv Dacă | -, rezultă că к > -pentru orice к e Z,k£ , Q q q deci = pentru toți acești k Atunci formula ( ) re- zultă direct din ( ) Din relația ( ) prin transformare Fourier, rezultă direct că densitatea de probabilitate a zgomotului de cuantizare este egală cu = — a ( ж + M - g ( ж - q g L V / \ g i ’ / deci e este [conform cu V , a)] o variabilă aleatoare repartizată uniform pei ntervalul în particular, media și dispersia lui zq sînt ,, Afe, = , Dzt—-—-Q Rezultatele anterioare pot fi extinse la cazul vectorilor aleatori; de asemenea, se pot stabili legături între funcțiile de covarianță ale lui și Ч- Eșantionare, cuantizare, conversie analog-digilală Studiul teoretic al transmisiilor digitale prin utilizarea modulației prin impulsuri a cunoscut o dezvoltare deosebită în urma progresului realizat în domeniul circuitelor logice Considerăm o sursă continuă de informație care generează un semnal aleator £, care satisface ipotezele teoremei VI ; întreaga informație este concentrată, conform acestei teoreme, într-un șir de impulsuri modulate în amplitudine, {£A r} Presupunem că acest semnal discret este cuantizat pe r nivele de amplitudine, obținîndu-se un semnal discret notat ’£( fiind ales convenabil) Eșantioanele acestui ultim semnal pot fi convertite injectiv în cuvinte binare de lungime n dacă r EȘANTIONARE -> CUANTIZARE -> CONVERSIE -» m, Operațiile de cuantizare și conversie în cuvinte binare a eșantioane-lor analogice sînt reunite sub denumirea de codificare; evident, prin această schemă poate avea loc o pierdere irecuperabilă de informație și problema este de a face minimă eroarea aproximării x mt (într-un sens care trebuie precizat) Pentru a da un exemplu, presupunem că gama de amplitudine a semnalului {£лг} este intervalul [— a, a]; a se poate alege q = ; presupunînd că r = , se alege n = (de- r oarece C este un semnal rapid descrescător la spre oo, practic nul în afara unui interval ( , ) și cu spectrul nul în afara unei benzi (—/,/), atunci notând T = —— / și alegînd A astfel îneît V = — să fie un întreg, x poate fi reprezentat prin eșantioanele sale xm = x(mT), — Prin for- mula ( ) am definit transformarea Fourier discretă (TFD) a unui semnal x = ca fiind semnalul discret , n-i / тгі \ unde ft = £ W = exp I -Ц m- \ A J л Л’-> Dacă se consideră distribuția x = V xm (t — mT), atunci m= N-l F|>] ( = Xj(fc , ту, m ), „not” fiind prescurtarea cuvîntului notație Calculăm apoi suma Xi(jfc , Шу, m ) • TF *»! = V Xy(k , т } m ) • (— j)Aw*» = = Ș ^ (^ - w ) • (-j)№+ ti+*,K = £ Xy(k , № ; m )(- = X (fc , ky, m ) în fine, înlocuind aceasta în ( ), se obține A = Â-и № ) • S T (fc , ky, m ) ’л’ mo \ / / = Із(£ , ky, k ) ( ) Vom nota ț r = exp rezultă [pentru r — , , , n Cum £ =— , X^ko, m ; m ) = X X(m , «h, m ) ■ = tn = X( , m ? тп ) + X(l, mlt m ) ( ) deoarece тг este cifră binară Ținem seama că și k este cifră binară, deci k — sau în cazul k = , rezultă, conform cu ( ), relația Xx( , тп m ) = X( , тп ) + - ( , ?n m ) ( ) și se pot distinge patru subcazuri : тг = , mo=O=>X (O, , )=X( , , )+X(l, , )=\+af=ai( ), mi = o, то= ^І,(О, , l)==X( , , )+X( , , )=;г +да =£В ( ), ■"• ' not mi = , mo=O=>X ( , , )=X( , , )+X(l,l, )=®a+» =a? ( ), тиг = , n =l=>X ( , , l)=X( , , l)-f-T(l, , )=а? +« ==«і( ) în cazul k — , rezultă conform cu ( ), XJ , m ) = T( , mj, m ) + Х( , тп m ) ■ = = T( , mv m ) — X( , mx, wi ) ( ) și se disting din nou patru subcazuri: mx = , no=O=>Xx(l, , )= X( , , )-X(l, , )®^-^^!), W = o, ?r =l=>X (l, , l)=X( , , )-^( , ,l)=® ~a;s=ic ( ), ■^ not mi = , тп-о^О^Х^І, , )=X( , l, )-X(l, l, )=®s-® =® ( ), tu, = , m =l=>X (l, , )=X( , , )-X(l, , )=ж -« П=«і( ) în acest mod, am realizat prima iterație a algoritmului TFE Calculăm acum -^ (^ , ^ , »»o) = S '«U »»o) •( — j),z*> + *«lm‘ = = g Xi(A’o, ™i, m ) • = Xi(A , , m )+X (fc , , ш ) • £*‘+H și apar patru cazuri, fiecare cu eite două subcazuri: A\ — , k — =Z ( , , m ) — X\( , , m ) + ^ЗГ (О, , m ), deci cum m = sau apar subcazurile : X>( , , ) = X (o, , ) + X (o, , ) ^( ) + #j( ) = # ( ), X ( , , ) = IjțO, , ) - -îi( , , ) = ®j(l) # ( ) = # ( ), n — ^o— =*-^ ( » wo)— , m ) -J£i ( , , m ) • ^ , deci ^ ( , > ) = Xj(l, , )+T!(l, , ) • ^ ==#i( ) -#j( ) • Ei=# ( ), X (l, , ) = ^ ( , О, )+Л( , , ) • =^ )+# ( ) ■ Ș =# ( ), A'i , A:o — =>X ( , , m ) = ХД , , m ) + X, ( , , ni ) • și cum EJ = — apar subcazurile : X ( , , ) = X (O, , ) + X (O, , ) • ^ = # ( )-# ( )=# ( ) X ( , , ) = Xi( , , ) + Х,( , , ,) = #і( )-#!( )=# ( ), ) Ao =>X ( , , m ) — Xi(l, , m ) + Хг( , , m ) • și cum £ = — £ apar subcazurile : - x (l, , )= X ( , , ) + X ( , , )- ^=#!( )-#i( ) ■ ? =^ ( ) X,(l, , ) = Xj(l, , ) + X ( , , ) • ^=# ( )—#±( ) -^ = # ( ) Astfel am realizat și cea de-a doua iterație a algoritmului în sfîrșit, din relația ( ) rezultă ^ (^ > ^ ) — -^(A'o, A"i, ) + X (A‘o, A'i, ) • ^+ Лі’'і deoarece ]- = E Deoarece k , l\, fc pot lua valorile sau , V apar în total opt posibilități : k = , Ă-j = , fc = => X ( , , ) = X ( , , ) + X ( , , ) = = ж ( ) + x ( ) = ® ( ), fc = o, k, = , ka = => X (l, , )=X (l, o, )+X (l, o, ) • E = = ® ( ) + x ( ) ■ E = ® ( ), t = o, k, = , = => X ( , , )=X ( , , )+X ( , , ) • Ei - = iF ( ) ®г( ) ’ ^ = ®з( )> fc = o, k, = , k = => X (l, , )=X (l, , )+X (l, , ) ■ EI = = ф ( ) + ® ( ) • Ei = ж ( ), , n» k = , fcj = o, k = o => x ( , o, ) = x ( , o, )+z ( , o, ) ■ = = ® ( ) — Ж ( ) = ж ( ) și iu mod similar, se obțin аг ( )=да ( )-^жа( ), a? ( ) = ® ( )-E ^ ( ), ® ( )= xz(G)~ Din relația ( ) se obțin coeficienții fk = X (k , k , k ) pentru к = (fc kk k ) ( ) în cazul cînd datele inițiale xM sînt reale este suficient să fie calculate J Ji [deoarece f = f ,f = / J = f , conform teoremei III , (c)] ; în cazul complex trebuie calculate explicit toate cele opt eșantioane Д- Din relația ( ) rezultă că /о = ®з( ), fi = ж ( ), f = ж ( ), f = ® ( ), f (A’) se obține considerînd numerele r, = —y- , N N r~ = , r>, = - și formînd tabloul " " ® rt fjj Г * fl Г , Г + Zj, r - r , r - r - r rt r + Л, r + r r - n - r , r - r , r - r - r , r - r - r r - r - r„+r t rn rn - r„ rn - r, rn - rB , - - rs + r, Atunci șirul de Л elemente obținut scriind la rind elementele acestui tablou { , r„ r , r + A, ea, r + r„ + r„ j + + r + r,} coincide termen cu termen cu șirul {/( ), ^( ), ^( ) ^(Л — )}, așa cum se probează cu ușurință De exemplu, pentru Л’ = avem r, = , ra = , deci tabloul corespunzător este deci șirul { , , , } va tocmai șirul {^( ), -t(l} ^( ), Л( )} Pentru Л' = avem rt = , r = , r = și tabelul este deci jr(O) = , Jf(l) = , >( ) = , У( ) = S( ) = , jr( ) = , j»( ) = , s( ) = Formula ( ) este o generalizare a formulelor ( ) (e) Semnalul de ieșire după fiecare iterație poate fi stocat în același loc cu intrarea care l-a generat De exemplu, considerăm componentele д( ), д( ) ale iterației I, ele pot fi stocate în două locații temporare l„ calculînd Z, = x + ,r , l — x — t,, Deoarece a? , xt nu mai sînt utilizate la nici un calcul al vreunei alte, componente a iterației I, atunci conținutul locațiilor Z„ Z poate fi stocat unde se aflau x , x Similar x,(m) pot fi stocate în locațiile lui xmpentru m = sau , respectiv sau , sau Același procedeu se aplică la toate iterațiile Un avantaj considerabil al algoritmului TFR este tocmai faptul că nu sînt necesare noi locații de stocare în procesul de prelucrare a datelor și se poate vorbi de caracterul markovian al procesului iterativ respectiv Considerînd că numerele complexe ocupă două celule de memorie, numărul total de locații de stocare este V;alte A'loc ații sint necesare în final după aplicarea operatorului У în acest mod algoritmul TFR necesită cel mull jV localii, in timp ce metoda directă de calcul al TFD necesită cel puțin № locații (dintre care № pentru puterile lui IV) (f) Algortimul TFR poate fi utilizat cu mici modificări șl pentru calculul TFD inverse, anume înlocuind IV cu )V și împărțind cu — la ultimul pas (după ultima iterație) N (g) Numărul total de operații aritmetice (înmulțiri, adunări, scăderi) pentru calculul Iui /( (XA'^iV - , este n V Л’log Л’ Prin însăși definiția TFD, se vede că matricea [luf, apare ca produsul unei matrice pătrare Л'хЛ' formate numai cu puteri ale lui IV, cu matricea coloană a datelor [x x, Xjr i]' deci numărul de operații aritmetice de calcul direct al TFD este № ; desigur A’log A' xm — x(mT) Cu ajutorul algo- ritmului TFR poate fi calculat spectrul TFD al lui x, Fx = Mărimile ak — |/t |, = arctg -f— •> c — w- Pentru a da un exemplu concret, fie x = e a(l), A = ms și f — Hz — ms deci -V = /'A = în fig este indicată reprezentarea variației după к a amplitudinii aj (prin puncte )și fazei ț»* (prin puncte X), finind seatna de simetriile precizate * в Э Ф ■ * В *-■ б в W e x ® re X X ■ X— x Fig Reprezentarea variației amplitudinii ak și fazei în funcție de k - c Este posibilă și rezolvarea inversă a problemei anterioare tot prin utilizarea TFE, anume recuperarea semnalului cunoscînd valorile spectrului x în punctele , deoarece aceasta revine la a cunoaște și apoi prin TFD inversă, se determină x (b) Calculul convoluției și corelației semnalelor discrete Fie x = = {яю}о*т ), transformata Fourier a lui x Așadar r°° x(t) = [ Fx(u>) е)ы do тг J-CO șifixînd T>O(un pas de eșantionare în timp), avem pentru orice m e Z, oo k~ ~ xm=x(mT) = — Г ^(wjei^dw =— £ ( T Fx( (un pas de eșantionare în frecvență) astfel încît F — să fie întreg ; rezultă pentru orice Ic e Z Fx( -rtkF) = T X xm Q- nikmTF = T Yi xme ®(f) = У x I t - , se obține keTL \ tcF j n-i w t Ft( nkF) = T £ ~x(mT) e N = T £ x{mT) Wl” Așadar, șirul/* = Fx( ickF) apare ca TFD a șirului {Tx(mT)} și trecerea de la un șir la altul se poate executa folosind algoritmul TFE Așadar, fiind dată funcția g și fixînd a, se calculează x(t), deci {Tx{mT}} și folosind TFE, se calculează /t, deci se cunoaște Fx( -^kF), care este tocmai periodizata luiF^co) = Le(s) Eeciproc, fiind cunoscută Lg(s), din nou pentru a fixat se determină ^(co), apoi {Tx(mT)}, adică se determină eșantioane convenabile ale funcției x, care este tocmai periodizata lui x, de unde se determină eșantioane convenabile ale funcției căutate g Calculul transformatei Laplace directe și inverse se face de obicei pe calo analitică, utilizînd eventual integrale cu reziduuri: metoda indicată anterior, care ar putea fi denumită transformarea Laplace rapidă, utilizează procedee tipice de discretizare și algoritmul TFR ; ca o particularitate, metoda permite calculul lui Lfs) pe diversele paralele ia axa imaginară Ow și, reciproc, recuperarea lui g{t) dacă se cunoaște Ls(s) pe o singură astfel de paralelă [ ] (d) Transformarea Fourier-Walsh rapidă în cap III am definit operatorul de transformare Fourier directă (și respectiv inversă) relativ la o bază standard dă = {Eo, fixată înscriere matriceală, pentru orice semnal x e Sd, asimilat cu un vector coloană J^-dimensional, am notat Fa = E ■ ® și respectiv F^ =—E- x, N unde E este matricea avînd drept coloane componentele vectorilor Д • î -l • De exemplu, dacă N = , g = , se este baza standard Walsh (conform teoremei III ) șl dacă se consideră semnalul discret x = [ , , ,- , , , — ]', atunci transformarea Fourier-Walsh a lui x va fi semnalul Fx ~ Wi = [ , , — , , — , — , — ]', calculat prin înmulțirea matricei W explicitate în exemplul din cap -III cu vectorul coloană x Se observă că în acest calcul intervin numai adunări și scăderi ale eșantioanelor lui x deoarece matricea Weste formată numai eu elementele + și — Numărul total al acestor operații este în continuare, vom considera exclusiv cazul q = ■, în cazul N general, numărul acestor operații este № Pentru Vdeforma N = n, vom dezvolta un algoritm rapid de calcul al transformatei Fourier-Walsh, în care numărul de operații aritmetice necesare este JTn — = N log V ® , ®?} ’ Vom arăta că calculul lui Fj = W ■ ® revine Ia trei iterații sau, echivalent, la descompunerea matricei^ W în produsul a trei matrice care vor fi explicitate Definim mai întîi xk -ț- daca ^ c^ , ( ) — xk, dacă , С, В), М = diag (А В, А, В, А, В, A, B) și u vq u, ~uj u -U - U u ' -г A = В = Se formează și în acest caz graful de fluență asociat în cazul general (Л — “) sînt necesare n iterații, după ce s-a realizat inversarea binară a eșantion nelor La prima iterație există un singur bloc, = dacă ith treshold logic Automatica, The Journal of FAC voi Nr , pp — Guiașu, S Information theorg ivilh applicalions New York, McGraw Hill, Ion eseu, V , Lup aș, L Tehnici decalcul in teoria sistemelor I, II, București, Editura tehnică, Как, S C Sampling theorem in Walsh-Fourier analysis Electronics ietters, voi , , pp - Korn, G A Simularea și măsurarea proceselor aleatoare București, Editura tehnică, Murgan, А I A general method for function synlhesis, Int J Control, voi , Nr , Pencscu, C ș a Identificarea experimentală a proceselor automatizate București Editura tehnică, Racovcanu, N Automatică Lit IPB, Spătarii, A Teoria transmiterii informației București, Editura tenică, voi I, ; voi II, VI a d, V ș a Prelucrarea optică a informației București, Editura Academiei, R S R , Girlașu, Șt Prelucrarea In timp real a semnalelor fizice Craiova, Scrisul românesc, Marghescu, L, Bădeseu, Gh Transmiterea directă a semnalelor București, Editura tehnică, Mi к ou, N Tucci, S Analyse et optimisation dans un systime de gestion Pisa, Note șcientifiche, Marozan, T , Stabilitatea sistemelor cu parametri aleatori București, Editura Academiei R S R , Petrovici, B , G a j i c, Z On bilinear syslem analysis, Beograd, Referat, Anexa APLICAȚII LINIARE SI MATRICE * » Conceptul de mulțime, împreună cu cel de structură, a permis fundamentarea logică a construcțiilor matematice Printr-o convenție de terminologie, orice mulțime avînd o Aructură (algebrică, topologică, de ordine etc ) se numește spațiu Pentru descrierea matematică a fenomenelor liniare (de exemplu suprapunerea efectelor din fizică, studiul ecuațiilor și sistemelor algebrice de gradul întîi, al sistemelor diferențiale liniare etc ), noțiunea de spațiu vectorial s-a dovedit a fi extrem de utilă, în special prin degajarea noțiunii de aplicație liniară într -un spațiu vectorial real E disponibilitățile uzuale sînt : existența vectorului nul și pentru orice x, /- 'se pot considera — x, x + y, ax + (a, f) fiind scalari reali), și mai general, combinații liniare finite de vectori, cu proprietățile uzuale de calcul Este binecunoscută lista axiomelor care definesc structura de spațiu vectorial, Exemple fixat) a sistemelor ordonate д de n numere reale ; pentru orice x = (x ; ,, хя), у = (ylt, , y„), se pune x — у л д X = i/t = b»; ~ + R (M fiind o mulțime oarecare) constituie un spațiu vectorial relativ la adunarea / у și înmulțirea cu scalari reali a f, f + gM —t IR, x (-► f(x) + s(x), a/': Л/ —r K, x f-> a/(x) (pentru orice funcții /, , tR fixate) Multe alte exemple dc spații vectoriale se întilnesc in matematică și în aplicațiile ei Se pot considera de asemenea spații vectoriale complexe, în care scalarii admiși sînt numere complexe (de exemplu CB, Wra,n(C) etc ) Fie E și F două spații vectoriale reale ; o aplicație f: E—*F se numește liniară dacă f(x + g) — /(*) + flll) f(a x} = af(x) (Vj x, у e E, (V)a g ® Dacă f este în plus bijec-tivă, ea se numește izomorfism liniar (între spațiile vectoriale E și F) ; în acest caz se poate defini inversul lui/ Г :F->E, у :->■ unica soluție xe E a ecuației f(x) = rf Aplicațiile liniare E~>[R, cu valori în corpul scalarilor, se numesc funcționale liniare-, se notează cu E' spațiul vectorial a) tuturor funcționalelor liniare E-+IR, numit dualul algebric al lui E Pentru descrieri matematice mai fine în particular pentru împletirea metodelor de algebră cu cele de analiză, este utilă noțiunea de spațiu vectorial normat Vom considera scalari reali, cazul scalarilor complecși puțind fi tratat in mod similar Fie un spațiu vectorial real E ; o aplicație Л": E-se numește seminormă pc E dacă sint verificate, proprietățile : X;: A’( c)> pentru orice te E și A'( ) = ; Ns : Л’(ах) = I v = }, se spune că este definită o normă pc E și se notează ||x|| in loc de N(xj Un spațiu vectorial E, împreună cu o normă fixată pe E, se numește spațiu vectorial normat (SVNj Elementele lui E se numesc puncte sau rectori; un punct xe E poate fi identificat cu vectorul geometric Ox Astfel IR" n>l, (» \l/ | ■ (v)x=(®> xn) e *=i / Disponibilitățile de calcul într-un SVN E sînt cele dintr-iin spațiu vectorial, la care se adaugă cele legate de normă Astfel, se poate defini distanța între orice două puncte x, у e E d(x, p) = || x — yl| și în particular, norma lui x este distanța de la origine la punctul x; de asemenea se pot defini șiruri convergente, șiruri Cauchy etc De exemplu, un șir {хя)я> de puncte din E este convergent în normă către un punct xe E și sc scrie хя Д Г dacă d(xn, x) —> , adică lim ||xn — x|| = ; orice șir convergent «-♦OO {x„} s este șir Cauchy (adică lim || x„ — xn || = ) Un SVN în care orice șir Cauchy »!,«-* OO este convergent se numește spațiu Banach Astfel IR, C IR" (n^ ) sînt spații Banach ; o clasă particulară importantă de spații Banach o constituie spațiile Hilbert (v anexa ) Fie E, F două SVN reale ; orice aplicație f ;E-+F sc numește operator de la E la F; se poate spune neriguros că operatorul / transportă informație de la E la F Operatorul к f este continuu intr-un punct ae E daca pentru orice șir xn —* a, avem/■(;!„) —> dacă acest lucru se întîmplă pentru orice ae E, se spune că feste operator continuu Se poate arăta că un operator liniar f: E-s F este continuu dacă și mimai dacă există lf> astfel încît ||f(x) || f(x) Mulțimea tuturor ratorilor liniari și continui E-+F se notează cu Sf(E, F) și are o structură de SVN relativ la norma introdusă anterior Exemple de aplienții liniare Fie E = СЧ« b] mulțimea funcțiilor derivabile, cu derivată continuă [o, bj-■»R și F — C°[a b] mulțimea funcțiilor continue [a, b]->tR Pentru orice f e E se poate defini ||f|| = sup lf(x)|; in acest mod se definește o normă pe E și similar se poate proceda pentru F Operatorul de derivare D : E—*F, /!->/' este evident liniar, dar nu este continuu E > F (căci se poate întîmpla ca f„ —> , dar /„ -«• , de exemplu pentru f„(x) = —— sin nxpe /n Ъ intervalul [ )) ; aplicația I: F -+ tR de luare a integralei I(f) = l f( dt este evident F liniară și este continuă deoarece dacă fn —* f atunci |Z(f«) — Z(f)K(b — o) ’lf/n — /'!'• deci l(fn) J(f)L Aceste fapte arată de ce în general integrala este mai maneabilă dccit derivata și ca atare, este preferată in aplicarea metodelor aproximative Fie Ae Л/)ПЯ (R) o matrice de tip mXn; se poate atunci defini o aplicație liniară f,t : R" —» (R™ în modul următor: orice vector x — (x,, x„) din tR™ poate fi identificat cu matricea coloană a componentelor sale x = [x, x„] și se pune f A(x) = (Лх')-х' -A' (accentul înseamnă luarea transpusei) : în mod explicit, dacă A=[c(șJ К se poate introduce o normă |[ [| puntnd b Acest SVN are o insuficiență cronică, anume nu este complet, deci există șiruri Cauchy neconvergente; prin completare, deci prin adăugare convenabilă de noi funcții se obține un spațiu Banach, anume spațiul LJa, b] al funcțiilor integrabile Lebesgue [a, ftj—;>R în acest mod, este atins punctul central al integrabilltățil Lebesgue; este însă util să fie subliniate cîteva etape esențiale, intr-un cadru mai general, util și pentru descrierea matematică a fenomenelor aleatoare Fie fl o mulțime nevi dă fixată ; se numește в-algebră pe Q orice colecție # de părți ale lui fi care conține și este închisă la reuniuni și intersecții numărabiie, ca și la complementară Elementele lui se numesc mulțimi M-măsurabile și orice pereche (fi, j») se numește spațiu măsurabil Un exemplu tipic de spațiu măsurabil este perechea (fi,șs), unde fl este un spațiu metric (de exemplu IR C IR”, ) iar ,® este cea mai mică a-algebră care conține toți deschișii din Й; clementele lui Я se numesc atunci mulțimi boreliene din fi Pe dreapta reală R toate mulțimile remarcabile (intervale, mulțimi finite, deschiși, închiși etc ) sînt boreliene Dacă (Й, «) este un spațiu măsurabil, se numește măsură pozitivă orice funcție p : «-+R astfel incit p( ) = , p(A)^ pentru orice A e M și pentru orice șir de mulțimi ^-măsurabile {An}M> disjuncte două cîte două, are loc relația р(^ Ая)—V p (An) »> Tripletul (îl M p) se numește spațiu cu măsură Motivația principală a acestei noțiuni constă în generalizarea naturală careeste astfel adusă lungimilor, ariilor, volumelor etc Exemple de spații cu măsură Fie Й = R și лГ colecția reuniunilor finite de intervale de forma (af, b,], — at) ; colecția rfmi este o o-aigebră, Î=B dar se poate extinde la o c-algebră Л ale cărei elemente sînt mulțimile măsurabile Le- besgue, iar X se poate extinde la o măsură pozitivă : se —* IR, numită măsura Lebesgue pe IR, Se obține spațiul cu măsuri (IR, jr, [i#); toate submulțimile remarcabile și utilizate curent ale lui IR sint măsurabile Lebesgue, iar în cazul intervalelor, măsura Lebesgue este tocmai lungimea lor în sens uzual Se poate considera £ = [a, i>] șl măsura Lebesgue restrînsă la £ Dc asemenea, cele spuse anterior se extind la cazul spațiului IRn, Fie F : R-+IR o funcție monoton crescătoare, continuă la dreapta ; se poate considera funcția XF care asociază oricărui interval (a, ă], numărul F(b) — F(a) ; aceasta se extinde la o măsură pozitivă dF pe o-algebra tfpa mulțimilor măsurabile Legesguerelativ la F și tripletul (IR sțp, dF) este numit spațiul IR cu măsura Lcbesgue-Stieltjes (relativ la F) Un spațiu cu măsură (£ x~ P) astfel incit F(£ ) = se numește cimp de probabilitate De exemplu, intervalul JO, ] cu măsura Lebesgue este un cîmp de probabilitate Mulțimea din ct-algebra x se numesc evenimente, iar P sc numește măsură probabilistică pe £ ; dacă A e x, atunci numărul P(A), cuprins intre și , se numește probabilitatea evenimentului A Fie ( p ) un spațiu cu măsură fixat Se poate defini o clasă s de funcții £ -*®, numite funcții integrabile pe £ și pentru orice f e ^se poate defini un număr Uf), numit integrala lui f, cu proprietățile : , : dacă g e S și /> g, atunci I(f)^ l(g) (monotonie) ; L : dacă f g e > și a, b e IR, atunci af -ț- bg e A și în plus I(af + bg) = al(f) + + bl(g) (liniaritate) ; I : dacă este un șir de funcții din >, fn-»/punctual și cu g e >, Ж atunci / е Л și I(f„) —*I(f) (continuitate)? Integrala Riemann (pentru £ = [a, ă]) nu verifică proprietatea f- și tocmai acest lucru a impus considerarea integralei Lebesgue Л A O funcție f U țco} se numește л-măsurabilă dacă (V)o e IR mulțimea {( ) , disjuncte două cîte două, astfel încit s = cn Хѵ я, adică s = c„ (constant) pe A„, »> n> Evident, orice funcție simplă este măsurabilă și se poate arăta că orice funcție «-măsurabilă pozitivă este limita unui șir monoton crescător de funcții simple pozitive Exemple de funcții măsurabile Pe spațiul cu măsură Lebesgue (IR sr y #) sau pe intervalul fa, ă] cu măsura Lebesgue, funcțiile jir-măsurabiie respective se numesc funcții măsurabile Lebesgue; funcțiile continue, ca și funcțiile integrabile Riemann sînt măsurabile Lebesgue Funcțiile £ —»IR care sînt măsurabile pe un cîmp de probabilitate sînt tocmai variabilele aleatoare pe £ Fie (£ л, p ) un spațiu cu măsură ; dacă s : £ —* IR este o funcție simplă pozitivă ca mai sus, atunci se notează pentru orice Мел s dji = cB ■ |t( A„ Л Af) oo W a > și se arată că acest număr este bine definit și depinde liniar și monoton de s Dacă /': £ -+R и {со} este o funcție măsurabilă și pozitivă, atunci alegînd un șir {sB}H>] de funcții simple pozitive punctual convergent către f, se poate defini l fdp — lim \ s(, dp k> 'm definiția fiind independentă de alegerea șirului s„, iar asocierea f i—> \ /dpeste liniară JM și monotonă O funcție f: £ —>R se numește integrabilă Lebesgue pe o mulțime măsurabilă M e « dacă f este «-măsurabilă și, în plus, I |f [dp (£ ), proprietățile I„ I în plus ) dacă \ fdp = , p( W)> , atunci /' = a p ) dacă f = ga Jp și f este integrabilă pe Л/ atunci g în ЛІ; este integrabilă pe NI și 'ЛГ i dp; ) dacă f este integrabilă pe / atunci |/| este integrabilă Ifldp; W • ) dacă /■„—>/ punctual a p pe Л/, A sînt integrabile pe M e M și există o funcție g integrabilă pe ăl astfel incit \fn l^g a p pe И, atunci /'este integrabilă pe Л/ și și 'M fdp-limk A dp 'm B~’ ] — IR astfel incit F( t) — F(a) = j f(t) , există o funcție integrabilă Lebesgue/: [a, ]—>R astfel incit cx I'(x) — F(a) = l /(() df (Vj x e [a, i], dacă și numai dacă F este absolut continuă ; ni da plus F' — f a p (faptul că Feste absolut continuă înseamnă că pentru orice e> există S> astfel incit pentru orice intervale [a*-, ă*J, ^k^p conținute în [a, />], fără puncte P P comune două cile două, eu У (Ьц — at) ) se poate defini integrala Lebesgue multiplă (calculată ca o succesiune de integrale simple) și, similar, integrala Lebes-gue-Stieltjes considerînd spațiul cu măsură (IR, StF, dF) Dacă /:[a i]—>iR este o funcție integrabilă Riemann atunci ea este integrabilă Lebesgue și integralele respective pe f«, ă] coincid ; reciproca este falsă, deoarece funcția fi dacă x este rațional, /(x) = l fixat; se notează cu Lp(M) mulțimea funcțiilor măsurabile f: M—>Ж astfel incit к f p dpr c} = ), (V)/ e L^f lf) « - c numită supremul esențial esssup De exemplu, pentru funcția xeM f: [O, ] K, f(x) = O, dacă х е ( ], , dacă х = О, avem f = a p , esssup ff(x) | = O și sup f(x) = «eto, i] Evident, pentru o mulțime măsurabilă Lebesgue M cu măsură finită, avem La( M) = c W M) ■ ele sint un instrument esențial în teoria optimizării In studiul semnalelor aleatoare și în descrierea oricăror proprietăți fizice de natură energetică Pentru orice vectori x, у e Rn, x=(a: , z„), y„), se definește produsul scalar euclidian (х,уУ — У, ,- adică in scriere matriceală (x, y) = x' ■ у unde • «■ x, э sînt asimilați cu vectori coloană Este evident că au loc proprietățile : H, : = a + b(x', у), (V) x, x' у e R”, (V) a, b e R ; H :(x, уУ = (у, хУ, (V) x, ь e £R" ; H pentru orice x e RM și = x = Produsul scalar este o aplicație RBx®“-> R, (x, i,) ș-> (х,уУ Un spațiu vectorial real Л astfel încît să se poată defini o aplicație llxll —> R, (x, у) H-> tRpe un spațiu Hilbert există și este unic un vector а e II astfel incit f = , (V)x e H De aici se deduce că există un izomorfism între II și dualul său H’ (definit prin asocierea «-+ — (y, x> pentru orice x, у e II) Exemple de spații Hilbert KK, n> , este un spațiu Hilbert real, relativ la produsul scalar euclidian ; l, este spațiu Hiibert complex, relativ la produsul scalar w > = £ Zi Wi (V)z = (z„ , z„) U> = (u>, a’n) i=l , Se notează cu l mulțimea șirurilor x = {хя}я> de numere complexe cu proprietatea că seria numerică I I este convergentă în acest caz pentru orice x, Jeț, = = {Уи}„> seria x„ yn este convergentă [deoarece |хя yB[ o = У, x» yn se obține o structură de spațiu Hilbert pe l »>o Se pot considera de asemenea șiruri indexate după întreaga mulțime Pentru orice spațiu cu măsură (Й, p) spațiul L (H)este spațiu Hilbert relativ la produsul scalar = \ fg dp, (V) f g -Sl^R f ge L (Q) în cazul în care funcțiile au valori complexe, se definește (f д') = » fg dp Așadar, Jn spațiul L->(fl) al variabilelor aleatoare pe £ , avînd medie și dispersie, este un spațiu Hilbert , Fie icR un interval fixat și a : I—-tio funcție continuă astfel incit p(x)> pentru orice x e și \ xk p(x) dx Mulțimea L ( pj a funcțiilor Jf ]МИ■МНММИ măsurabile Lebesgue f: Z->® astfel incit \ p(x) If(x) P dx = \ p(x) f(x) g(x) dx O problemă clasică este ortogonalizarea șirului de funcții [din L (p)J , x rr , prin procedeul Gram- Schmidt Dacă p(x) = , I = [ — ] se obține șirul polinoainelor Legendre Dacă p(x) =— si Z = ( — , ) se obținejirul polinoamelor Ccbîșev / - Э Dacă p(x) = e~*\ Z = (— oo oo) se obține șirul polinoamelor Hermite, iar dacă p(z) = e~x = [ oo) se obține șirul ortogonal in L (p) al polinoamelor Laguerrc Fie II un spațiu Hilbert (complex) astfel incit să existe o bază ortonormală, adică un șir ortonormal li = {еи }и~ о de vectori cu proprietatea că subspațiul generat de vectorii lui li este dens in ; așadar, orice element din II este limita unui șir de combinații liniare finite de elemente din B Pentru orice x e ZI, scalarii cn = (V) n> atunci = £ c» și pentru i, = X se obține || x|| = = X Iе* I (relația Ca un exemplu = ( /(OffWdfși Z—я lui Parseva!) concret, se poate lua IZ = LJ—țr, ir) cu produsul scalar = baza ortonormală e„ = -Д=е->* n e TL Pentru orice fe I«[—nr rt) (°° notind cB = =—®(i) e~î’“ df, rezultă imediat dezvoltarea x(f) = J = V =c„ e’" , iar egalitatea lui Parseval revine în acest caz la / я fz Teorema lui Biesz-Fischer afirmă că pentru orice șir {c„} z din L (adică ]jj |c„i = (V) x, у e TI De exemplu, dacă H = Za și A este operatorul de deplasare cu un pas spre stînga [adică А({хя})={хж+,}J, atunci A* este operatorul de deplasare cu impas spre dreapta Similar, | K(x,y) j dx dg l K(t, s) f(s) ds, J> atunci adjunctul acestuia este A* : H —> H, д(Г) ь-> \ K(/, s) g(s) ds Лг în orice spaliu Hilbert II se poate introduce în mod natural o distanță definind d(x,if) = II* — !/|| (V) x, у e II; pentru orice а e II și (V)r > real se notează Br(a) {x e Я|гі(х, a) astfel incit Br(a)cA Submulțimile deschise se mai numesc simplu deschiși, iar complementarele lor, închiși în II; închiderea C a «nei sub-mulțimi CcH este cel mai mic închis care conține C O funcție f: IR“— , se numește cu suport compact dacă /se anulează în afara unei mulțimi mărginite ; în aces caz, mulțimea supp f = {x e KB|/(x) } este închisă și mărginită in IR", deci este intr-adevăr compactă INDEX Amplificator ideal , amplitudinea și faza unui spectru , autocorelația unui semnal , Bază standard de semnale discrete Capacitor , circulator clase de funcții (C* C* Lp L ®®, L , L*°®, а, в, codificare Gray condiția de fază minimă convoluția a două semnale-funcție — a două distribuții — a două semnale discrete , corelația a două semnale , — (covarianța) a două variabile aleatoare cuantă (pas de cuantizare) cuan Uzatul unui semnal Befazor ideal densitate (comună) de probabilitate — spectrală (spectru de putere) derivata unei distribuții derivator dezvoltarea Fourier a succesiunii periodice de delte dispersia unei variabile aleatoare distribuția (delta) a lui Dirac — de eșantionare analogică — — — ideală distribuție de probabilitate a unui semnal aleator — comună de probabilitate pentru mai multe variabile aleatoare distribuții sau funcții generalizate (э') — de ordin cel mult к (Э^) — pare, itnare — regulate (asociate la funcții din I- ®®) — singulare — cu suport compact (s') — — — pozitiv (Эр — — — punctual — temperate (s") Ecuația Einstein-Fokker-Kolmogorov energia unui semnal eșantion al unui semnal eșantionare a unui semnal continual — analogică — ideală — cu reținere exponențiale discrete Fading filtru — analogic — digital formalism de descriere a unui multiport — hibrid — de imitanță — de repartiție formula de filtrare — Poisson de însumare formulele lui Sohoțki funcție analitică — caracteristică a unei variabile aleatoare — de eovarianță (corelație) a unui semnal — de eșantionare (funcție de fantă) — Green a unui operator — întreagă de ordin finit — nucleu funcție original — de pondere — de reactanță — de repartiție (eonnxnă) , — spectrală a unui semnal aleator — spline — temperată (cu creștere cel mult poli-nomîală) — de tip pozitiv — de transfer (funcție de sistem) , funcții Rademacher — Walsh Girator llipcrfuncția lui Dirac hiperfuncții Impuls unitate inductor , integrala stochastieă in raport cu un semnal integrator intensitate spectrală a unui semnal aleator Intirzietor Matrice de disipație — Hadamard — mărginit reală (MR) — pozitiv reală (PR) — real rațională — de repartiție — reziduu măsură probabilistică — spectrală asociată unei funcții de tip pozitiv medic a unei variabile aleatoare modulare prin impulsuri codificate moment (element al unei mulțimi timp) multiplicatori , multiport — reciproc — rezolubil mulțime timp , Nucleu distribuțional — reproducător Operator anticauzal , — cauzai , — disipativ — fără memorie , — pasiv , operator de repartiție — de segmentare Partea pară sau impară a unui semna! discret polinom Hurwitz (stabil) predictor ideal problema filtrării — predicției sau prognozei) — de optimalitate (liniară) , proces (gaussian, Poisson, Wiener) produsul direct a două distribuții Răspuns frecvențial — impuls , regularizarea unei distribuții relația de incertitudine (principiul indeter-minismuhii) relații de dispersie repartiție (exponențială, gaussiană, Poisson Raylcign) , reprezentarea Cauchy a unei distribuții — sistemelor liniare continue și invariante in timp — spectrală a unui semnal reținerea (sau blocarea) unui semnal discret rezistor , rezoluție într-un spațiu Hilbert Semnal , — aleator , — — cu creșteri independente — — distribuțional — analitic — continuat — cuantizat (în scară) — derivabil In medie — detenninistic — discret , — — multidimensional — — periodic — - rapid descrescător — cu durată mărginită — ergodic — impuls — staționar semnale necorelate (necoerente) sistem cauzal fără memorie — invariant în timp — liniar — nedisipativ ЯНВИМ sistem pasiv soluție elementară a unui operator spațiu dual — Hilbert cu rezoluție spectru în frecvență al unui semnal — — secvență (secvențial) ai unui sem- nal discret suportul unei funcții — — distribuții Șir reprezentativ pentru o distribuție Traiectoria unui semnal aleator transformare Fourier — - discretă (TFD) rapidă (TFR) — Hilbert a funcțiilor din L — — discretă — — a distribuțiilor — Laplace a funcțiilor din Й transformare - Laplacea unei distribuții — — rapidă — Mellin — Walsh-Fourier — z (z-transformare) transformator Hilbert ideal — perfect treapta unitate Heaviside trunchierea unui semnal Valoarea frontieră a unei distribuții din в — principală Cauchy VP /t variabilă aleatoare (continuă, discretă) , — — gaussiană — — simplă variabile aleatoare independente Zgomot alb — de cuantizare MATHEMATICAL МЕТИ OBS IX SIGNAL THEORY by D Stanomir and O, StXnășilă GENERAL ASPECTS In the last time the study of signals bas became objeet of multidisciplinary researches, with large problems by making use of many powerful mathematical Instruments There are sound signals, optical signals, electric currents, impulscs, noises, seismic waves neurosignals etc We may assert that any progress in the human knowledge has a correspondent in the study of the world of signals In this book different classcs of signals are trcated by specific mathematical methods : continuat, discrete, tempered distributions, random signals etc The scientifieal rigour is accompanied by many suggestive examples, such that each notion and all the important results are iilustrated by examples and applications The book is addressed to a large group of specialists — engineers, physicists matheniatîcîans, as well as to students in technial Sciences In the world-wide literature there are already some Works locally having some tangency with this one ; the original part of this work is the permanent double effort of reconciliation between the spirit of rigour and that of functionality and finality of different methods SHORT PRESENTATION OF THE CONTENT The content includes fi chapters : I What is a signal ; II Distributions and their integral transformations : III Discrete signals; IV Realizability theory for some linear systems; V Stochastic signals; VI Algorithms for Processing signals In chapter I is given a definition of the signals as funcțions on time-sets, which permits some useful classifications and underlines a very important fact, namely the important part played by the ciassical mathematical analysis and the funcțional analysis In the last time, a fruitful idea was that of identification of some systems by operators between corresponding signal spaces ; so, the passivity, causality, dissipativity, realizability ctc can be described în funcțional language In chapter II is given an ample and unitary treatment of the integral transformations of signals (funcțions and distributions) The main operations with distributions, convolution, multipliers Fourier transform Laplace transform etc are iilustrated by examples from circuit theory Third chapter is dedicated to the study of digital reprezentations of signals ; the discrete signals are considered for themselves, not ncccssary as an approximation of continuals signals The Hilbert discrete, Fourier discrete, z-transformations etc are presented togelher with their possibilities of transfer of data from time-domain to frequ-encydomain and conversely In the same chapter the Whittaker-Kotclnikov-Shannon sampling theorem is s tudied in detail In the last part of chapter III is introduced the notion of standard basc of discrete signals, due to the authors, which eqnally extends the discrete exponentials and Walsh funcțions The next chapter reffers to the problems of realizability of some physical systems from both poînts of view-distributional and operatoria! The real bounded and the real posltive matrix play an important part in the mathematical description of the systems which can be organized as muitiports ; here the authors have some original contribulions The causality is connected with the boundary values of some holoniorpbii- tuni linii', and with the notion oi hiperfunctions ; all these s ubjects are treatcd In раі іц' иіріі The chapter IV ends with the realizability theory in the i ame ui rcsoliilJun lllllii'il spaces In chapter Vthe random signals are considered After an introduclory parat',răpii, the ciassification and energetica! properties of random signals are given The st al h,mu v stocfaastic signals as well as their ergodicity are iilustrated by examples from ■ • en vue d’obtenir de procedCs pratiques pour le filtrage des signaux On a inclu dans l’ouvrage trois annexes : Applications Ііпёаігек el iiuitrh < ■ Propri tes de l’integraie de Lebesgue; Espaces de Hilbert Par cela on a voulu om pleter les connaissances mathematiques du lecteur et en nrfrne temps fixei la lermltiolo gie qu’on emploie dans l’ouvrage PBfiSENTATION DES AUTEURS Dumitru Stanomir est docteur ingenieur, mattre de confferences ăla facidlcd'l !<■<■ tronique de l’Institut Polytechnique de Bucharest, â la chaire des Radiocominunientionv II est un specialiste reconnu dans le domaine de TCIectroacoustique, de la tMoric des cit -cuits electriques, des processus ondulatoires Au dernier temps il а ёІаЬогб des ouvrages concernant la th orie nonlineaire des transducteurs eiectroacoustiques II a public plus de d’ouvrages scientifiques and fait pârtie de la Cotnmission d’Acouslique de TĂca-dernie de la R publique Socialiste de Roumanie Octavian Stanașilă est docteur en mathematiques, professeur ă la faculte d’Automa tique de l’Institut Polytechnique de Bucharest, a la chaire des Mathematiques est un specialiste connu dans le domaine de l’analyse complexe Recemment est apparu une raonographie de C Bănică et O Stanașilă sur les espaces complexes, en englais (Wiley) et en franțais (Gauthier-Villars) II a publie plus de d’ouvrages scientifiques Ses preoccupations actuelles sont dans le domaines de l’analyse гёеііе et complexe II a etă professeur visiteur aux universităs de Pisa, Regensburg, Genova TABLE DES MATIERES Chapitre Le signal Le modele mathernatique Signaux et systămes Chapitre Distributions et leurs trans-formations integrales A Distributions, Operations sur les distributions Classes remarquables des signaux-fonctions Espace des fonctions de base S Classification des distributions Addition, changement de variables, produit des distributions Sequcnces ayant comme limite la mesure de Dirac Serîes distribui ion-nelles Convolution des distributions B Theorie elementaire des transforma-tions integrales Transformation de Laplace des sig- naux-fonctions Transformation de Fourier des sig- naux-fonctions dans Lj Transformation de Fourier des sig- naux-fonctions dans L Transformation de Hilbert des sig- naux-fonctions dans L C Transformations integrales des dis- tributions Definition generale du signal Transformation de Fourier des signaux-rdistributions dans Transformation de Laplace des sig-naux-distribu ti ons Chapitre Signaux discrete (echanlillo-nncs) A Transformations des signaux discrets Classes rEmarquablcs des signaux discrets Transformation z Fransforination Fourier discrete Transformation Hilbert discrete B Signax discrets el signaux analo-giques Quelques liaisons specifiques cntre ies signaux discrets et ies signaux analogiques Echantiilonnagc des signaux analogiques C Signaux discrets ayant une scquence finie d'echantillons Base standard des signaux discrets Anaiyse Fourier dans une base standard Fonctions de Walsh ct leurs appiications Chapitre Theoric de la realisabilite des syștemes lineaires A Circuits electriques Fonctions de rEscau Fonctions d’Energie des rEseaux Electriques Descriptions des rEseaux a plusieurs portcs Un theoreme fondamental des circuite Electriques stationnaires B Le point de oue distribulionel dans la theoric de la realisabilite CausaiitE et passivitE, propriEtEs fondamentales des syst mes piiysi-qucs Systemes linEaires, stationnaires et â paramEtres concentrEs Valetirs limite des fonctions holo-morphes et leurs applications C Theorie de la realisabilite dans des espaces de Hilbert a resolation (par-tilion de ’uniti) S Causțțiitâ dans des espaces de Ilil-bert a resolution Passivite et dissipalivite Chypter Signaux alealoireș A Struclure statistique des signaux alea loires Introdu ol ion Glassification des signaux alealoircs Covariance des signaux al atoires Signaux atetoires stationnaires B Striicture spectrale des siganuxalea-toires Dicomposilion spectrale des signaux alGatoires Bruit blanc C Filtrage et predielion Filtrage et pri-diclion des signaux aleatoires Optimisation Chapter Aigorithmes dans le filtrage et le lissage des signaux EclianliUonnage des signaux analogiques Quantification des signaux Aigorithmes potir la transformation Fourier rapide Annexes Applications lineaires et matrices Proprietes de l'integrale de Lebesgue Espaces de Hilbert 